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近接分離アルゴリズムとその応用
―信号処理・画像処理的観点から―

小野　峻佑

情報系分野において，凸最適化技術の一つである近接分離アルゴリズムが活発に応用されるようになった．そ
の理由はさまざまであるが，誤解を恐れず一言で述べると，微分できない目的関数や多様な制約条件を含む大規
模な最適化問題を効率的に解けるからである．本稿では，代表的な近接分離アルゴリズムに関して，信号処理・
画像処理の応用家の観点から解説を試みるとともに，最近の動向や発展的な話題についても触れる．
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1. 序論

信号処理・画像処理・機械学習などの情報科学・工
学分野において，凸最適化技術は問題解決のための基
礎ツールとして中心的な役割を担ってきた．特に，関
数の勾配情報のみを用いて最適化を行う一次法と呼ば
れるクラスのアルゴリズムがこれらの分野では重宝さ
れる．その理由としては，1. 変数のサイズ（例：画像
処理であれば画素数）が非常に大きく，ヘッセ行列な
どの情報を利用することが計算量的に厳しいケースが
多い，2. アプリケーションによっては，精度の高い解
を必要としない（例：画像として見た目があまり変わ
らなければ OK）ことなどが挙げられる．
2005 年以降，当該分野において「凸関数ではあるも

のの微分不可能な関数（例：�1 ノルム）を含む大規模
な最適化問題」の効率的な求解を要請する技術が爆発
的に増加した．圧縮センシング，スパース符号化，画
像復元，ロバスト推定などがその代表例である．これ
らの問題に対しては，当然ながら目的関数の微分可能
性を前提としたアルゴリズム全般が利用できない．こ
のような「応用上有用ではあるが微分不可能な凸関数」
はほかにも多数存在する．また，それらの関数と行列
の合成関数を含む目的関数を制約条件とともに最適化
するような難度の高い問題を解かねばならない応用も
多い．
この困難な状況を一変させたのが，近接分離と呼ば

れる原理に基づく最適化アルゴリズム群である（以降，
近接分離アルゴリズムと呼ぶ）．近接分離アルゴリズム
では共通して“近接写像 (proximity operator)”と呼

おの　しゅんすけ
東京工業大学情報理工学院
〒 226–8503 神奈川県横浜市緑区長津田町 4259 G3-52

ばれる手続きが鍵となる．定義は 2節に譲るが，近接
写像は微分できない凸関数に対してもその名のとおり
“写像”として一意に定義でき，（微分可能な凸関数に
対する）勾配降下操作に代わる役割を果たすことがで
きる．近接分離アルゴリズムは今や当該分野では必要
不可欠なツールとなってきており，その理由は以下の
2点に集約される．一つ目は，�1 ノルムなどの微分不
可能な凸関数の近接写像が（多少の誤差を許容しつつ）
効率的に計算可能であること，二つ目は，複数の凸関
数の和を最適化するような複雑な問題であっても，適
切な式変形を経由することで個々の関数の近接写像の
計算から構成されるアルゴリズムによって解ける問題
に帰着できることである．
代表的な近接分離アルゴリズムとしては，近接勾

配法 (proximal gradient method, forward-backward

splitting method) [1–3]，交互方向乗数法 (alternating

direction method of multipliers, ADMM) [4–6]，主-

双対近接分離法 (primal-dual splitting method) [7–

10] などが挙げられる．その歴史は古く，アルゴリズ
ムの原型は 1970 年代から研究されているが，その工
学的有用性が明らかとなったのは，これらの手法がス
パース推定や画像復元などに応用され始めた 2005 年
以降である（たとえば，[3, 11–14]）．これらの研究を
皮切りに，近接分離アルゴリズムの応用は爆発的な広
がりをみせ，信号処理・画像処理・機械学習以外にも
AI・通信・制御など，多種多様な分野において現在も
増え続けている（詳しくは，近接分離アルゴリズムに
関するレビュー論文 [15–17]などを参照されたい）．
以上を踏まえ，本稿では，前述した 3 種類の近接分

離アルゴリズムに関して，それがどのように応用され
ているかという観点も踏まえつつ解説を試みる．まず
次節で，凸関数や近接写像などの基本的な道具を導入
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する．次に 3～5節で，近接勾配法，交互方向乗数法，
主-双対近接分離法についてそれぞれ詳細に説明し，そ
の応用についても述べる．さらに，より発展的な内容
や最近の動向について 6節で紹介し，最後に， 7節で
本稿をまとめる．

2. 準備

本節では，近接分離アルゴリズムについて解説するう
えで必要となる最小限の数理的道具を紹介する．より
詳しく知りたい読者は文献 [18]などを参照されたい．

2.1 基本的な道具
関数 f : RN →（−∞,∞]が，任意の x,y ∈ R

N と
λ ∈ [0, 1]に対して f(λx+(1− λ)y) ≤ λf(x) + (1−
λ)f(y)を満たすとき，関数 f を凸関数という．凸関数
f の実効定義域 dom(f) := {x ∈ R

N |f(x) < ∞}が空
集合でないとき，f を真凸関数と呼ぶ．真凸関数 f の
レベル集合 lev≤α(f) := {x ∈ R

N |f(x) ≤ α} が任意
の α ∈ Rについて閉集合となるとき f を下半連続な真
凸関数という．以降，R

N 上のすべての下半連続な真
凸関数の集合を Γ0(R

N )で表す．関数 f ∈ Γ0(R
N)に

対して定義される f∗(y) := supx∈RN {〈y,x〉 − f(x)}
（〈·, ·〉はユークリッド内積）を f の凸共役関数といい，
f∗ ∈ Γ0(R

N )となる．
集合 C ⊂ R

N が任意の x,y ∈ C と λ ∈ [0, 1] に
対して λx + (1− λ)y ∈ C を満たすとき，集合 C を
凸集合という．また，凸集合が閉集合であるとき，閉
凸集合という．空でない閉凸集合C に対して指示関数
(indicator function)ιC : RN →（−∞,∞]を

ιC(x) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
0, if x ∈ C,

∞, otherwise

(1)

のように定義すると，ιC ∈ Γ0(R
N)となる．

任意の γ > 0に対し，f ∈ Γ0(R
N)の近接写像 (prox-

imity operator/proximal mapping)は

proxγf (x) := argmin
y∈RN

f(y) +
1

2γ
‖x− y‖2 (2)

で定義される．ただし，‖ · ‖は �2ノルムである．関数
1
2γ

‖x− y‖2 は強圧的1かつ狭義凸（凸関数の定義中の
不等号 ≥ が > で成立）であるため，写像先の存在性
と一意性がそれぞれ保証される．
近接写像に関する有用な性質を二つ紹介する．

1 関数 f に対し，‖x‖ → ∞ならば f(x)→∞であるとき，
f は強圧的 (coercive) であるという．

・（凸共役関数の近接写像）関数 f ∈ Γ0(R
N ) の凸

共役関数 f∗ の近接写像は

proxγf∗(x) = x− γ prox 1
γ
f (

1
γ
x) (3)

のように f の近接写像を用いて表現できる．
・（近接写像の分離性）関数 ϕk ∈ Γ0(R

Nk) に対
し直積空間 X := R

N1 × · · · × R
NK 上で関数

ϕ(x1, . . . ,xK) :=
∑K

k=1 ϕk(xk) ∈ Γ0(X ) を定
義すると，以下が成立する．

proxγϕ(x1, . . . ,xK)

= (proxγϕ1
(x1), . . . ,proxγϕK

(xK)) (4)

2.2 計算可能な近接写像の例
近接写像が（現実的な時間で）計算できるかどうか

は，当然ながら f に依存する．幸いなことに，応用上
有用な非可微分凸関数のうち，近接写像が効率的に計
算可能なもの（prox可能 (proximable)と呼ぶ）が数
多く存在することが知られている．本稿で取り上げる
応用で重要な役割を果たすいくつかの prox 可能な凸
関数について，その計算方法とともに紹介しよう．
まずは，冒頭でも登場した �1 ノルムである．定義は

‖x‖1 :=
∑N

i=1 |xi|（xiは x ∈ R
N の i番目の要素）で

あり，スパース性の評価指標2として幅広く採用されて
いる（たとえば，[20, 21]）．�1 ノルムの近接写像は，
i = 1, . . . , N に対し，次の形で与えられる．

[proxγ‖·‖1(x)]i = sgn(xi)max{|xi| − γ, 0} (5)

ここで sgn(·)は (·)の符号を表す．これは，入力ベク
トル x ∈ R

N の各要素の絶対値を削るソフト閾値処理
(soft-thresholding)と等価である [22]．
次に，グループ構造をもつスパース性を評価する

際によく用いられる（たとえば，[23, 24]）混合 �1,2

ノルム (mixed �1,2 norm) を紹介しよう3．定義は
‖x‖1,2 :=

∑
g∈G ‖xg‖ であり，ここで xg は x ∈ R

N

の要素を重複のないグループに分割した際の各グルー
プベクトルを表す（Gはグループのインデックス集合）．
近接写像の計算は以下のようなグループごとにスケー

2 �1 ノルムは，スパース性（ごく一部の要素しか値をもたな
い）の理想的な評価指標である �0 擬ノルム（ベクトルの非ゼ
ロ要素の個数として定義される非凸関数）の下界の中で最大
の凸関数になっているため，最適化が困難である �0 擬ノル
ムの代わりに用いられることが多い．実際に，スパースな信
号を少数の観測データから再構成（圧縮センシング）する際
に，観測過程を表す行列に対するある条件のもとで，�0 擬ノ
ルム最小化と �1 ノルム最小化の解が一致することが知られ
ている（たとえば，[19] などを参照）．
3 �2,1 と表記する場合もある．
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リングされたソフト閾値処理になり，各 g ∈ Gに対し
て，�1 ノルムのときと同様に効率的に計算できる [3]．

[proxγ‖·‖1,2(x)]g = max
{
1− γ

‖xg‖ , 0
}
xg (6)

今度は，入力がベクトルではなく行列の場合を考える．
行列X ∈ R

M×N（M ≤ N とする）の i番目に大きい
特異値を σi(X)で表したとき，‖X‖∗ :=

∑M
i=1 σi(X)

で定義される核ノルム/核型ノルム (nuclear norm) が
有用な非可微分凸関数として知られている（たとえば，
[25]）．その理由は，核型ノルムが行列の低ランク性を評
価する際に妥当な指標となるからである4．その近接写
像は特異値に対するソフト閾値処理に帰着される [27]．
すなわち，行列 Xの特異値分解を X = UΣV� とす
ると，

proxγ‖·‖∗(X) = UΣ̃γV
� (7)

となる．ここで，Σ̃γ は max{σi(X) − γ, 0}(i =

1, . . . ,M) を要素としてもつ対角行列である．
最後に，空でない閉凸集合 C ⊂ R

N の指示関数 ιC

の近接写像について説明しよう．定義 (2) において
f := ιC とすると，入力ベクトル x ∈ R

N と任意の
γ > 0に対して，

proxγιC (x) = argmin
y∈C

1

2γ
‖x− y‖2

= argmin
y∈C

‖x− y‖ =: PC(x) (8)

となる．これは，入力ベクトル xとのユークリッド距
離が最小になる C 内の一点を見つけることに相当し，
距離射影／凸射影 (metric/convex projection)と呼ば
れる操作（PC で表される）にほかならない．距離射
影が計算可能かどうかはC の形状に依存する．以下に
PC が計算可能な C の例を紹介する．
・範囲制約 (box constraint)：C := [a, b]N (a < b)

で定義される．距離射影はこの範囲外の要素を aか
bどちらか近いほうの値に置き換えるだけである．

・�2ノルム球 (�2-norm ball)：C := {x ∈ R
N | ‖x−

b‖ ≤ ε}（ε > 0, b ∈ R
N）で定義される．距離

射影は球の外にあるベクトル x に対し PC(x) =

b+ ε(x−b)
‖x−b‖ で与えられる．

・�1ノルム球 (�1-norm ball)：C := {x ∈ R
N | ‖x−

b‖1 ≤ ε}（ε > 0, b ∈ R
N）で定義される．距離射

影は O(N)の手続きで終了するアルゴリズム [28]

によって効率的に計算可能である．

4 �1 ノルムと �0 擬ノルムの関係と同様に，核型ノルムは行
列のランク関数の下界の中で最大の凸関数となる [26]．

3. 近接勾配法

まずは近接分離アルゴリズムの中で最も基本的な
ものである近接勾配法 (proximal gradient method，
forward-backward splitting method) [1–3]について
紹介する．なお，以降の節で登場する凸最適化問題は
すべて解が存在すると仮定する5．
次のような問題を考えよう．

min
x∈RN

f(x) + g(x) (9)

ただし，f, g ∈ Γ0(R
N )であり，f は微分可能かつそ

の勾配∇f が β-リプシッツ連続であるとする，つまり

‖∇f(x) −∇f(y)‖ ≤ β‖x− y‖ (∀x,y ∈ R
N ) (10)

を満たす β > 0が存在する．
近接勾配法はこの問題の最適解を求めるための反復

アルゴリズムであり，Algorithm 1で与えられる．

Algorithm 1. 近接勾配法
input : x(0), γ ∈ (0, 2

β
)

1 while 停止条件を満たすまで do

2 x(n+1) = proxγg(x
(n) − γ∇f(x(n)));

3 n← n+ 1;

output: x(n)

その手続きは至ってシンプルである．まず，微分可
能な関数 f の勾配方向に更新し，その後，関数 g の近
接写像を計算する．その際のステップサイズ幅は∇f

のリプシッツ定数により定まる6．以下に近接勾配法の
収束定理を示す．

定理 1 (Bauschke and Combettes [18]). Algo-

rithm 1 により生成される点列 (x(n))n≥1 は問題 (9)

の最適解の 1 点に収束する．

証明やより厳密な議論は [3, 18]を参照されたい．一
見，非常に単純な構造にみえるこのアルゴリズムがな
ぜブレイクスルーをもたらしたのか，応用を介して次
節で説明する．

5 解の存在性に関しては問題ごとに厳密な条件が存在するが，
議論が煩雑になることを避けるため割愛する．詳しく知りた
い読者は [18] などを参照されたい．
6 一般にリプシッツ定数を正確に求めることは難しいが，応
用で用いられる f のほとんどは �2 ノルムの二乗と行列の合
成関数として表現されるため，その行列の特異値からリプシッ
ツ定数を見積もることが可能である．
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3.1 スパース推定への応用
以下のような線形モデルを考える．

v = Φū+ n (11)

ただし，ū ∈ R
N はスパース，n ∈ R

N は加法性白色ガ
ウス雑音であると仮定する．このようなモデルは信号処
理・統計的推定・機械学習などで頻繁に登場する．たと
えば，スパース信号復元問題（圧縮センシング [21, 29]）
の場合は，ūが復元すべき信号ベクトル，v ∈ R

M が
観測情報，Φ ∈ R

M×N が物理的な観測過程を表す行列
になる．他方，スパース回帰問題 (LASSO [20])の場
合は，ūが学習すべきパラメータベクトル，v が出力
データ，ΦがK 個の訓練サンプルベクトル φk ∈ R

N

を転置し縦に並べた行列に対応する．上記は，v（と
Φ）からスパースな ūを推定する問題とみなすことが
でき，以下のような凸最適化問題として定式化される．

min
u∈RN

1
2
‖Φu− v‖2 + λ‖u‖1 (12)

ここで，第一項はデータ項（vとの整合性を担保），第
二項はスパース項（uのスパース性を促進）と呼ばれ，
λ > 0はスパース項の重み（ハイパーパラメータ）で
ある．
一見単純な構造に見える問題 (12) であるが，�1 ノ

ルムが微分不可能であるため，微分可能性を仮定した
アルゴリズムでは解くことができない．また，推定す
るベクトルの次元 N が 104 を超えるようなケースが
多いため，複雑な手続きを要するアルゴリズムの利用
が制限される．この難しい状況を打開したのが ISTA

(Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm) [30]

と呼ばれるアルゴリズムであり，問題 (9) において
f(u) := 1

2
‖Φu − v‖2, g(u) := ‖u‖1 とすることで，

近接勾配法の一実現例として以下のように与えられる．

u(n+1) = proxγλ‖·‖1(u
(n) − γ(Φ�Φu(n+1) −Φ�v))

(13)

式 (5)で紹介したように，�1 ノルムの近接写像は簡単
に計算可能なソフト閾値処理で済み，データ項の勾配
も計算可能7であるため，非常に簡潔な手続きを繰り返
すだけで問題 (12)を解くことができる．
一般に，凸関数 f と gが両方 prox可能であっても，

f + gの近接写像は prox可能と“ならない”．ゆえに，
手続きをいかにして prox可能な関数ごとに“分離”す

7 行列 Φ が大きく，かつ密な行列である場合は，行列-ベク
トル積自体が重い処理となるため工夫が必要である．これに
ついては 6 節の議論を参照されたい．

るかが肝要であり，その意味で近接勾配法もこのスピ
リットを体現したアルゴリズムになっている．また，近
接勾配法の収束レートを O(1/n)から O(1/n2)に大幅
に改善するテクニックとして FISTA [13] が知られて
いる．詳しくは文献 [13, 31, 32]などを参照されたい．

4. 交互方向乗数法

今度は次のような凸最適化問題を考えよう．

min
x∈RN ,z∈RL

g(x) + h(z) s.t. z = Gx (14)

ただし，g ∈ Γ0(R
N), h ∈ Γ0(R

L), G ∈ R
L×N で

ある．任意の初期値 z(0),y(0) ∈ R
L と γ > 0 に対

し，交互方向乗数法 (alternating direction method of

multipliers, ADMM) [4–6] は，問題 (14) の解を Al-

gorithm 2により求める（yは双対変数に相当する）．

Algorithm 2. 交互方向乗数法 (ADMM)

input : z(0), y(0), γ > 0
1 while 停止条件を満たすまで do

2 x(n+1) =

argmin
x

g(x) + 1
2γ
‖z(n) −Gx− y(n)‖2;

3 z(n+1) = proxγh(Gx(n+1) + y(n));

4 y(n+1) = y(n) +Gx(n+1) − z(n+1);
5 n← n+ 1;

output: x(n)

交互方向乗数法の代表的な収束定理を紹介する．

定理 2 (Eckstein and Bertsekas [5]). 問題 (14)のラ
グランジュ関数L(x,z,y) := g(x)+h(z)+〈y,Gx−z〉
の鞍点が存在し，Gが列フルランク (full column rank)，
すなわち，G�Gが可逆であると仮定する．このとき，
Algorithm 2で生成される点列 (x(n), z(n))n≥1 は問題
(14)の最適解の 1点へ収束する．

Algorithm 2において，ステップ 2は関数 g と二次
関数の和の最小化となっている．ここで注意すべきは
二次関数中の目的変数 x に行列 G がかかっているこ
とである．これが単位行列であれば，定義 (2)から，ス
テップ 2は関数 gの近接写像になるが，Gの存在のた
め近接写像よりも最適化が困難になる．ゆえに，関数
gとして許容できる（＝このステップが計算できる）も
のは同じ二次関数程度となる．一方，ステップ 3は関
数 hの近接写像そのものとなっているため，hが prox

可能であればよい．この条件を踏まえたうえで，応用
上非常に重要な式変形のテクニックを紹介する．

2019 年 6月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（7）319



4.1 変数分離を介した式変形
次のような凸最適化問題を考える．

min
x∈RN

I∑
i=1

ϕi(Aix) s.t.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

B1x ∈ C1

...

BJx ∈ CJ

(15)

ただし，ϕi ∈ Γ0(R
Ni) は prox 可能，Ai ∈ R

Ni×N ,

Bj ∈ R
Mj×N , Cj ⊂ R

Mj は距離射影が計算可能な閉
凸集合である．まず，各 Cj の指示関数 ιCj を導入し，
問題 (15)を以下のように書き換える

min
x∈RN

I∑
i=1

ϕi(Aix) +
J∑

j=1

ιCj (Bjx) (16)

次に，補助変数 z1, . . . , zI+J を用意し，各関数の変数
を置き換えることで，すべての項で共有されていた変
数を分離する．その際，元の変数同士の対応関係を線
形等式制約により記述する．

min
x,z1,...,zI+J

I∑
i=1

ϕi(zi) +
J∑

j=1

ιCj (zI+j)

s.t.

⎧⎪⎨
⎪⎩
A1x = z1, . . . ,AIx = zI

B1x = zI+1, . . . ,BJx = zI+J

(17)

ここで，変数 z := (z�1 · · · z�I+J )
� と行列 G :=

(A�
1 · · ·A�

I B�
1 · · ·B�

J )
� を用意し，h(z) :=∑I

i=1 ϕi(zi) +
∑J

j=1 ιCj (zI+j) と定義すると，問題
(17)は交互方向乗数法が対象とする問題の標準形 (14)

と同一視できる（ただし g(x) := 0）．さらにこのとき，
Algorithm 2の各ステップの計算は，
・（ステップ 2）g(x) = 0 であることから，二次関
数の最小化に帰着される．

・（ステップ 3）h(z)の定義から，性質 (4)が使え，
各 ϕi と ιCj の近接写像の計算に分解できる．

以上のような手続きにより，行列が合成された多数の
関数と制約条件から構成される問題を交互方向乗数法
によって求解できる形までもっていくことが可能とな
る．結果として，前節で紹介した近接勾配法に比べて
非常に幅広いクラスの問題を解くことができる．ただ
し，ステップ 2の計算において線型方程式系を解く必
要があるため，Gの構造によってはこのステップがボ
トルネックとなることに留意されたい．

4.2 ロバスト主成分分析への応用
交互方向乗数法は，画像復元 [14, 33]，無線センサ

ネットワーク [34, 35]などへの応用を皮切りに，信号

処理・コンピュータビジョン・機械学習など，幅広い分
野で活用されている [6, 15, 17]．本節では汎用性の高
い技術であるロバスト主成分分析 [36]を題材にする．
高次元データに内在する本質的な低次元構造を抽出・

解析する方法として，主成分分析 (principal compo-

nent analysis, PCA) [37]は長らく中心的な役割を果
たしてきた．主成分分析では，M 次元データベクトル
N 個を横に並べて構成したデータ行列M ∈ R

M×N

が，ある低ランク行列（主成分）によって良好に近似
できると仮定しデータを分析する．主成分分析は汎用
的な手法であるが，誤差がガウス分布に従うことを想
定しているため，データに外れ値や欠損値が混入して
いる場合に性能が一気に悪化するという欠点があった．
この課題を解決するため，外れ値・欠損値に対して頑健

なロバスト主成分分析 (robust PCA, RPCA) [36, 38]

が提案された．ロバスト主成分分析では，与えられた
データ行列M に対し，低ランク行列とスパースな誤
差行列を次の凸最適化問題の解として特徴づける．

min
L,S∈RM×N

‖L‖∗ + λ‖S‖1 subject to M = L + S

(18)

2.2節で触れたように，核型ノルムと �1 ノルムはそれ
ぞれランク関数と �0 擬ノルムの下界の中で最大の凸
関数となるため，結果として問題 (18)は低ランク行列
とスパース行列の同時推定問題として自然な定式化と
なっていることがわかる．
問題 (18)は微分不可能な凸関数を複数含む制約付き

最適化問題であるため簡単には解けないが， 4.1節で
紹介したテクニックにより変形することで，交互方向
乗数法によって解ける形に帰着できる．まず，制約条
件M = L+Sを指示関数を用いて目的関数に加える．

min
L,S∈RM×N

‖L‖∗ + λ‖S‖1 + ι{M}(L+ S) (19)

ここで {M}は行列M一点からなる閉凸集合を表して
おり，元の制約条件と等価であることがわかる．あと
は，補助変数 Z1 := L,Z2 := S,Z3 := L+S（行列変
数であるため大文字で表記している）を導入し，4.1節
の手順に従って問題 (14)に帰着させればよい．
実際のアルゴリズムの計算がどうなるか見ていこう．

今回の場合，行列Gが単位行列のみから構成されるシ
ンプルなものになるため，ステップ 2は以下のように
簡単な計算で済むことがわかる．
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図 1 ロバスト主成分分析による画像分離
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ステップ 3は各関数の近接写像を独立に計算すればよ
い．集合 {M} への距離射影はそのままM を代入す
るだけである．核型ノルムと �1 ノルムの近接写像に関
しては 2.2節を参照されたい．
ロバスト主成分分析を利用し，れんが壁画像の上に

重畳された文字を分離した結果を示す（図 1）．画像を
行列とみると，れんが壁は同じパターンの繰り返し＝
低ランクになり，文字列は画像全体の一部＝スパース
になるため，結果としてそれぞれの成分を綺麗に分離
することができる．

5. 主-双対近接分離法

本節では，前節で紹介した交互方向乗数法よりさら
に汎用的なアルゴリズムを紹介する8．次のような問題
を考える．

min
x∈RN

f(x) + g(x) + h(Gx) (20)

ただし，f, g ∈ Γ0(R
N ), h ∈ Γ0(R

L)であり，f は微
分可能かつその勾配 ∇f が β-リプシッツ連続である
とする (β > 0). 問題 (20) を解くために Condat [9]

と Vu [10]により独立に開発されたのが主-双対近接分
離法 (primal-dual splitting method) であり，Algo-

rithm 3で与えられる9．
主-双対近接分離法の収束定理を紹介する．

定理 3 (Condat [9]). パラメータ γ1, γ2 > 0が次の
不等式を満たすとする．

8 もちろん，近接勾配法や交互方向乗数法にも利点は存在す
る．アルゴリズムの使い分けに関しては 7 節で触れる．
9 正確には Vu のアルゴリズムのほうがより広いクラスの最
適化問題を対象としているが，実用上は問題 (20)で十分なこ
とがほとんどである．また，これらのアルゴリズムは f = 0
のケースを解く Chambolle–Pock アルゴリズム [7] を一般
化したものである．

Algorithm 3. 主-双対近接分離法
input : x(0), y(0), γ1,γ2 > 0

1 while 停止条件を満たすまで do

2 x(n+1) =

proxγ1g(x
(n) − γ1(∇f(x(n)) +G�y(n)));

3 y(n+1) =

proxγ2h∗ (y(n) + γ2G(2x(n+1) − x(n)));

4 n← n+ 1;

output: x(n)

γ1(
β
2
+ γ2σ1(G

�G)) < 1 (21)

ただし σ1(·) は最大特異値を表す．このとき，Algo-

rithm 3で生成される点列 (x(n))n≥1 は問題 (20)の最
適解の一点へ収束する．

このアルゴリズムの特筆すべき点は，交互方向乗数
法と異なり，行列Gに起因する線型方程式系の求解が
完全に回避されている点にある．各ステップをみれば
わかるように，f の勾配降下，g, hの近接写像（h∗ の
近接写像は (3)により hのそれを用いて計算可能），お
よびGとG� のみでアルゴリズムが構成されている．
また， 4.1節で紹介した変数分離のテクニックを関数
h(Gx)に対して用いることで，問題 (15)のような多
数の関数・制約条件から成る問題を解くこともできる．

5.1 全変動最小化に基づく画像復元への応用
撮像時に重畳されるセンサノイズ，焦点ぼけ・手ブ

レ，画素欠損などの劣化を伴う観測データから観測モ
デルに基づき未知の元画像を推定することを画像復元
という．画像復元は，リモートセンシング，医用生体
工学，材料工学，天文学などさまざまな分野において
重要な課題であり，数多くの研究が行われている．
本節では，数式上の利便性のため，サイズがN1×N2

のグレースケール画像をN = N1N2次元ベクトルとし
て扱う（N は画素数に相当する）．観測データ v ∈ R

M

が以下のような観測モデルに従って取得された状況を
考えよう．

v = Φū+ n (22)

ここで ū ∈ R
N は元画像，Φ ∈ R

M×N は劣化過程を
記述する行列（ぼけ，欠損など），n ∈ R

M は加法性白
色ガウス雑音である．観測モデル (22)の逆問題である
画像復元問題は本質的に不良設定／悪条件であるため，
推定対象（元画像）に関する何らかの“事前知識”を
解法に取り入れる必要がある．このようなアプローチ
を正則化と呼ぶ（その意味で 3.1節で登場したスパー
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ス項も正則化の一種である）．
画像に対する正則化としてポピュラーな手法が，本

節で扱う全変動 (total variation, TV) [39]である．画
像 u ∈ R

N に対し，縦／横の隣接画素間差分を計算す
る行列をそれぞれDv,Dh ∈ R

N×N とし，これらを縦
に並べた行列を D := (D�

v D�
h )

� ∈ R
2N×N とする

と，全変動は次のように定義される．

TV(u) := ‖Du‖1,2 =
N∑
i=1

√
d2v,i + d2h,i (23)

ここで混合 �1,2 ノルムは各画素 (i = 1, . . . , N)におけ
る縦差分 dv,i と横差分 dh,i の二乗和の平方根（＝ �2

ノルム）をとった後にその総和をとる（＝ �1 ノルム）
操作をまとめて表すために用いられている．2.2 節で
混合 �1,2 ノルムを導入した際に言及したように，当該
ノルムはグループ構造をもつスパース性を評価する凸
関数として妥当なものであった．自然画像は一般に隣
接画素間に強い相関があるため，ほとんどの差分値は
ゼロに近い値をとるが，ある画素の周辺にエッジが存
在する場合のみ縦・横差分共に大きな値をとる．つま
り，自然画像の縦・横差分画像（エッジ画像）はグルー
プスパース性（各グループベクトル＝各画素の縦横差
分値）を有すると解釈できるため，これを事前知識と
して活用するうえで自然な定義となっている．
観測モデル (22)のもと，全変動最小化に基づく画像

復元は次のように定式化される．

min
u∈RN

1

2
‖Φu − v‖2 + λ‖Du‖1,2 s.t. u ∈ [0, 255]N

(24)

ここで第二項はデータ項，制約条件は復元画像のダイナ
ミックレンジ (8bit)を表している．パラメータ λ > 0

は全変動項とデータ項のバランスを調整する重みであ
り，ノイズの強さに応じて決定する．
全変動は，prox 可能ではあるが微分不可能な関数

‖ · ‖1,2 に行列 D が合成された関数であり，そのまま
では近接写像を計算できない．これに加えて制約条件
u ∈ [0, 255]N も存在するが，主-双対近接分離法を用
いることで効率的な求解が可能となる．
まず，指示関数を用いて問題 (24)中の制約条件を目

的関数に加える．

min
u∈RN

1

2
‖Φu− v‖2 + λ‖Du‖1,2 + ι[0,255]N (u)

(25)

すると，第一項を h(Gu)，第二項を f(u)，第 3項を
g(u)とすることで，問題 (20) に帰着でき，そのまま

図 2 全変動最小化による画像復元

主-双対近接分離法が適用可能となる．必要となる計算
は，データ項に関する勾配降下，混合 �1,2 ノルムの近
接写像，および範囲制約への距離射影であり，すべて
効率的に計算可能である．
実際にこのアルゴリズムを用いて画像を復元した結

果を図 2に示す．綺麗なテスト画像 (a)に人工的な欠
損 (90％)とノイズを加えたものが (b)であり，(b)か
ら全変動最小化により復元した結果が (c)である．エッ
ジを保存しながら良好な復元が実現できている．
本節で紹介した全変動は最も基本的な定義のもので

あったが，これにはグラデーション領域に階段状の模
様ができてしまう，カラー画像にそのまま適用すると
色ムラが発生するといった欠点も存在する．これを解
決するため，全変動自体の拡張・一般化が数多く提案
されている．代表的なものとして，カラー画像用の全
変動 [40–43]，二階差分以上を考慮した一般化 [44]，近
傍や非局所的な情報を取り入れた一般化 [45–48]など
が挙げられる．これらもすべて prox 可能な凸関数と
差分を計算する行列の合成関数として表現されるため，
近接分離アルゴリズムで扱うことができる．また，全
変動に加えて別の正則化を利用することで，画像を区
分的平滑な構造成分と細かいテクスチャ成分に分離す
る手法も研究されている [49–51]．

6. 発展的な話題

本稿で紹介した近接分離アルゴリズムは非常に柔軟
なフレームワークであるが，一方で当然ながら扱えな
いクラスの問題もあり，それらの中には応用的観点か
ら重要なものも存在する．たとえば，グループ型ノル
ムや非ガウス分布の対数尤度関数を用いて表現される
制約条件は，ハイパーパラメータの設定を格段に簡易
化するという大きな恩恵をもたらすが，距離射影の計
算が困難であるため従来の近接分離アルゴリズムでは
扱えなかった．このジレンマを解決するため，制約条
件のエピグラフ分解を利用したテクニック [52, 53]や
制約条件の不動点表現による特徴づけを利用したアル
ゴリズム [54]が提案されている．ほかにも，「最適解が
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無数に存在する凸最適化問題」の解集合上で別の指標を
最適化する階層型の凸最適化問題も，近接分離アルゴリ
ズムでは扱えないが重要な問題のクラスである．これ
に対しては，ハイブリッド最急降下法と呼ばれる不動点
アルゴリズムに基づく解法が提案されている [55–57]．
近接分離アルゴリズムに限らずほとんどの反復アル

ゴリズムは，各反復で問題に含まれる行列と変数ベク
トルの積の計算が必要となる．しかし，画像処理など
の応用では，行列のサイズ自体が非常に大きくなる（画
素数の二乗オーダー）ため，行列の構造によってはこ
の演算自体が計算量的ボトルネックになる．これに対
し，近接分離アルゴリズムを確率化／乱択化／分散化
したもの [58–61]を応用することで，計算量を削減し
つつ高速化するアプローチが研究されている [62–65]．
確率的最適化についてより詳しく知りたい読者は，同
特集の別記事 [66]を参照されたい．
また最近では，近接分離アルゴリズムを交互最適化

の部分問題ソルバーとして用いた，柔軟かつ効率的な
行列・テンソル因子分解アルゴリズムも提案されてい
る [67–69]．少ない反復数でそれなりの解が得られる
近接分離アルゴリズムの性質ともマッチしている．

7. 結び

情報科学・工学分野において活発に応用されている
近接分離アルゴリズムについて解説した．特に，近接
勾配法，交互方向乗数法，主-双対近接分離法について
詳述したが，最後にこれらのアルゴリズムの使い分け
について簡単に述べておきたい．まず，近接勾配法で
解けるクラスの問題（微分可能な凸関数＋ prox 可能
な凸関数の最小化）であれば，近接勾配法の加速版で
ある FISTA [13]を用いるのが最も効率的である．そ
うでない場合，基本的には 4.1節で説明した式変形を
行った後，交互方向乗数法か主-双対近接分離法を用い
ることになる．その際，ステップ 2の線型方程式系が
効率的に解ける（例：Gが高速な変換で対角化可能な
ど）のであれば，交互方向乗数法を採用するとよい．理
由は，交互方向乗数法のほうが（経験的に）収束が速
く，かつステップサイズの調整が容易だからである．
より発展的な画像処理応用に興味のある読者は，手

前味噌ではあるが解説記事 [70] などを参照されたい．
また，数学的な厳密性を欠くが，近接分離アルゴリズム
を非凸最適化問題に“形式的に”応用した研究 [71–74]

や，畳み込みニューラルネットワークや非局所フィル
タリングのような最適化に基づかないノイズ除去手法
を近接写像と“解釈”することでその適用範囲を広げる

研究 [75–77]なども行われている．今後ますます応用
範囲が拡大していくであろう近接分離アルゴリズムを
理解するうえで，本稿がその一助となれば幸いである．
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