
無限ゲームについて  

大阪府立大学総合科学部 寺岡義仲  

1 はじめに  

よく知られているように、利害関係の違いにより生じた競争的な場に置かれた2個の行動主体が、どの  

ような計画に基づいて行動するのが合理的であるかを論ずる数学的理論がゲームの理論と言えよう。2個  

以上の行動主体が競争的状態にある例は、我々の日常生活のあらゆる場面で遭遇し、そしてこれら競争の  

問題は、碁や将棋あるいはトランプといった室内ゲームに類似していることに着目されたことから、この  

理論がゲー ムの理論と名付けられたことも周知の事実である。  

1921年のE．Borelによる戦略の概念の導入、1928年のJ．VonNeumannによるmin－maX定理の発見を発  

火点とし、1944年のJ．VonNeumannと0．Morgensternによる大著「ゲームの理論と経済行動」（Theory  

ofGamesandEconomicBehavior）の発行により、ゲームの理論はこの世に誕生した。この理論は当初理  

論経済学の再編を目指して世に問われたが、純粋数学・統計学・計画科学。制御理論・‥と多くの分野に大き  

な刺激を与え、理論自体も着実な進歩を遂げてきた。この間ゲームの理論の専門誌InternationalJ・Game  

Theory、GameTheoryandEconomicBehavior、InternationalGameTheoryReview、GameTheoryand  

Application、…が発行され、R．］．Aumannが中心として編集しまとめたゲームの理論のあらゆる分野の  

集大成HandbookofGameTheorywithEconomicApplicationsが刊行され、この方面を志す研究者達へ  

の大きな燈台も確立された。   

このようにまとめてみるとゲームの理論の進歩はまさに順風満帆の歴史のように見えるが、その発生の  

当初期待された程の発展を遂げたかについては疑問と反省がある。ある分野では、役に立たない理論の典  

型であるとか、1つの哲学として考えればよいとまで言われてきた。特に経済学にあっては、役に立と考  

えられて開発させらせてきたテーマが案外に役立たず、今1つと思われた結果が役に立っているといった  

ような現象が見られ、更には、理論経済学がゲームの理論で再編できる程経済の動きは単純ではないとま  

で言われている。また、若い時ゲームの理論に夢を描き、研究の道に入った研究者達の中に、途中から疑  

問を持ちはじめ、他の分野へ転向した人達も少なくない。転向まではしなくても研究は続けながら疑問と  

反省に悩み2足の草鞋をはいている人も結構多いように思われる。しかし、このような悩みがありながら  

もゲームの理論は着実に進歩している。   

さてここで、ゲームの理論で発展した分野を詳細に調べ、代表的なテキスト、例えばG・OwenのGame  

TheoryやL・C・ThomasのGameTheoryandApplications、あるいは鈴木光男のゲーム理論入門に目を通  

すと、この発達にはある種の偏りがあることに気がつく。特に、1960年前後に発行された英文のS・Karlin  

やM．Dresherによるテキスト、あるいはそんなに古くはないが日本語の坂口実や西田俊夫のテキストと比  

較すると、はっきりと見えてくる。その偏りとは、ゲームを構成するプレイヤー全員の各々に許された純戦  

略全体の集合が有限集合であるゲーム、有限ゲームに土台を置きその上での様々な展開、即ち、多段ゲー  

ムやくり返しゲーム、あるいは方向を変えて特性関数や配分に関する各種の概念を議論しているというこ  

とであるょもちろんその導入部分においては、少なくとも1人のプレーヤの純戦略全体の集合が無限集合  

としてもかまわないとしてある。しかし、細かな内容に一歩踏み込むとそうではない。無限ゲームは大き  
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く遅れている。最近出版されたG．Owenのテキストははっきりと離散型のゲームで統一しているという話  

を耳にする。   

このような結果に至った原因としては、以下のようなことが考えられる。   

（1）歴史的に有名なmin－maX定理は2人0和有限ゲームすなわち行列ゲームに対して与えられた。そし  

てこの定理を基にして方向をれ人ゲーム転化し特性関数型のゲームを展開していった。   

（2）その後の追従者達はmin－maX定理の拡張を試み、まずその出発点としてプレーヤにとって許された  

純戦略全体が可算無限個の集合となっている場合を対象としたが、数学的に何ら面白い結果は出な  

かった。   

（3）次の対象として、純戦略全体の集合がコンパクト集合であり、利害関係も連続関数となっている場  

合、行列ゲームの自然な拡張としてのmin－maX定理が成立する。しかしながら、応用上我々がよく  

出会うゲームは利害関係に不連続点をもつ場合が多い。また、行列ゲームでは線形計画法に変換する  

一般的解法が確立しているが無限ゲームにおいては、一般的解法が確立されておらず、あたかも常微  

分方程式の解法のようにその間題その問題に応じて工夫しなければならない。   

（4）利得関係が不連続点をもつゲームのあるクラスにあっては、恒等子法や不動点法といった解法がある  

が、そのモデルが我々の生活になじまなく見られ研究者数が多くない。特にタイミングのゲームで  

は、KarlinやDresher等の先駆的研究があるが、そのモデルがあまりにも生々しい為、特に日本で  

は「そんな研究をやってもらっては困る‥・」といった声まであった。   

（5）非0和ゲームに目を向けても理論面では2人0和ゲームとほぼ同様の定理が成立している。しかし、◆  

Na5h平衡点が無数に存在したりとか情報的に優位なプレーヤが必ずしも有利とはならない例が続出  

したりとか多くの問題点が発生している。SeltenによるNash平衡点の見直しも有限ゲームを対象に  

したものであり、無限ゲームに特有な困難も解決されねばならないままで多く残されている。  

無限ゲームが大きく遅れているという現状に対してその主な原因を並べたが、一方応用の面から眺める  

と、探索ゲーム、入札ゲーム、タイミングのゲーム、配置ゲーム、競合的在庫、ポーカーゲーム、縄張りの  

持久戦‥・数え上げると限りがないほど多くの展開がある。実際イザ現実の問題を扱うとなると無限ゲー  

ムとして定式化される問題の方がはるかに多く存在する。   

本稿では、無限ゲームには数学的に観て多くの困難が残されているにもかかわらず、まだまだ研究の対  

象となる興味深い分野であることを紹介したい。  

2 数学理論としての無限ゲーム   

前節でも解説したように、2人0和ゲームに対するmin－maX定理の直ぐ考えられる拡張としては、無限  

行列ゲームへの拡張であろう。しかし、次の2つの例で示すようにmin－maX定理は絶望的である。   

例2．1．下記のαiJによって規定される無限行列ゲームを考えよう：  

J－、7  
（五，ブ＝1，2，…，m，‥うー  αij＝  

＼トトい－jJ〕   

この時   

S叫ヱ，甘）＝‾1＜1＜ifs町描），  
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ここに  
∞  

ヱ，y∈g∞＝（［ご1，エ2，‥・，エれ，…】l∑ごi＝1，ごi≧0），  
i＝1．  

（⊃l⊃  （：×）  

叫諾，y）＝∑∑町瑚・  
J＝1i＝1  

例2．2．次のαijによって規定される無限行列ゲームを考える‥  

αij＝豆－J 

この時  

〇i＝，  

〈嘉  

豆＝2た，た＝0，1，2，・‥  

otherwise  

とすると  
∞  

叫ご，ブ）＝∑叩ij＝＋∞  
j＝1   

対称性より、ⅠⅠについても同様。   

加算個の純戦略をもつゲームにおいては、こうしたこと以外ほとんど興味ある議論は出てこないと言っ  

ても過言ではない。そうなるとどのような拡張が考えられるであろうか。   

ここで、（ズ，r〟（ヱ，y））を2人0和ゲームとすると、無限ゲームへの自然な拡張としては、ズとyが  

有限次元でない凸集合となっている場合が考えられる。具体的には   

（a）Euclid空間の中にある集合の上での確率測度全体。  

（b）（0，∞）で定義された非負可積分関数紳）でJ㌃¢い）df≦αを満足するもの全体  

（c）関数成分のⅥctor［抑），…，¢m（f）］で0＜¢i（り＜1（0≦亡≦い＝1，・‥，乃）を満足するものの全体   

等、色々と対象になってくる。  

先にも説明したように、2人0和無限ゲームでは  

押領）＝蒼叫諾，y）  

という形のmin＿maX定理は、もはや一般には成立しない。そこでM（x，y）の連続性や、XまたはYの少  

なくとも一方についてある適当な意味でのコンパクト性が仮定されるとうまくいきそうである。しかしもっ  

と弱い形で  

即恒）＝サ如）  

が成立する場合があると言うべきであろう。   

さて、PlayerI、ⅠⅠの純戦略全体の集合が共に［0，1】で、利得関数M（x，y）が各yに対してxにつきconcave  

であり、かつ、各ヱに対してyにつきconvexであるゲームを軋凸ゲームと呼んでいるが、このゲームは、  

最適戦略をもつ。  
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定理 凹一凸ゲーム〟（ェ，y）が連続であるとすると、純戦略の中で最適戦略、すなわち鞍点をもつ。   

注：凹一凸ゲームはその定義により鞍型の利得関数をもっているので上の結果は当然と言える。  

】   

そうすると、一般の単位正方形上の連続ゲームではどうなるのであろうか。あるいは〟（ェ，y）・が不連続  

な場合は‥・。これらの議論に入る前に単位正方形上のゲームに対しての混合戦略について解説する。   

単位正方形上のゲームとは、各プレーヤが［0，1】の点として表現される連続体の濃度の純戦略をもつゲー  

ムのことであり、Player五への利得関数を肱（ヱ，y）で表すこととする（豆＝1，2）。即ち  

弧（ェ，y）‥［0，1〕×【0，1卜→花1，宜＝1，2．  

このようなゲームに対する各プレーヤの混合戦略としては【0，1］上の確率測度ということであるが、具体  

的には［0，1］上累積分布関数   

（i）F（0）＝0，ダ（1）＝1   

（ii）非減少，エ＜エ′⇒ダ（£）≦ダ（ェ′）   

（iii）（0，1）上で右連続  

ダ（ェ）＝ダ（ご＋0），エ∈（0，1）   

を満足する関数が用いられる。この場合期待値の記号として  

、上1  
〃i（ェ，G）   〟i（ェ，y）dC（y）  

血y）＝ 上1柚）d瑚  

仰G）＝上1上1柚）d榊G（y）  

．（－  

、上t  

〟電（∬，C）dダ（ご）   

九九（ダ，y）d（プ（y）  

を使用することとする。また［0，1］上の累積分布関数全体の集合をβで表すこととする。   

さて、連続な利得関数をもつ単位正方形状のゲームには次の定理が成立する。  

定理 〃（ェ，y）が閉正方形0≦エ，y≦1上で連続であるならば  

1 

謂恕上叫刷（弼（y）および恕謂上1粕y）d榊G（y）  

が存在して両者は相等しい。   

上の定理は行列ゲームにおける中n－maX定理の自然な拡張と考えられる0では、〃（ご，y）が連続でない  

場合はどうなるであろうか。更にはもっと違うタイプの無限ゲームでは…。min－maX定理に関しての数学  

理論は非線形関数解析学の話題として色々と研究されている。我国では高橋渉氏の研究が顕著である。ま  

た無限ゲームではど＿最適という概念も導入されている。  
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定義 点（ェE，y亡）が2人0和ゲーム（ズ，r〟（ェ，y））のど一鞍点（E一最適戦略の組）であるとはそれぞれPlayer  

I、ⅠⅠの任意の戦略エ∈ズ，y∈yに対して不等式  

〟（ご，yど）－・亡≦〟（ヱど，yど）≦凡才（Jど，y）＋ど   

を満足する戦略の組のことである。   

そうすると次の定理が成立する。   

定理 2人0和ゲーム（ズ，㌣〟（ご，y））に対して有限なゲーム値uが存在するための必要十分条件は、任意  

のど＞0に対してそれぞれPlayerI、ⅠⅠのど一最適戦略エビ，y亡が存在して  

ま空も叫ごど，ごど）＝U  
が成立することである。  閻   

当然2人0和ゲームの混合拡大に対しても最適混合戦略や亡一最適戦略の概念が導入され、種々の定理が  

与えられていることもよく知られた事実であろう。確かに数学の問題として扱うなら、まだまだ多くの問  

題が残されているが、それは平面的な進歩であるかも知れない。   

ここで話を2人0和ゲームから非0和ゲームに転じよう。非0和ゲームというと、2人ゲームに関して  

の1eaderとfollowerの間の平衡－Stackelberg平衡－その相互の組み合わせとしてのNash平衡、n人非協  

力ゲームに対してのNa5h平衡ということになるのであるが、その多くの理論は有限ゲームに対してであ  

る。有名なSeltenによるNash平衡点の再定義も有限ゲームを混合拡大することにより得られた無限ゲー  

ムを対象に議論している。しかしながら、非0和ゲームの源流■とも考えられるクールノーの市場複占の問  

題は無限ゲームに他ならない。   

無限ゲームに関するNash平衡点の存在理由を紹介しよう。   

定理 Xl⊂1rをPlayerIの純戦略全体の集合、X2⊂RnをPlayerIIの純戦略全体の集合とし、これら  

は共に、ズ1×ズ2が空でないコンパクトな凸集合とする。また利得関数〟1（ェ，y）と〃2（〇，y）はズ1×ズ2  

で連続であり、妬＿（〇，y）はすべての固定された封に対してェにつき凸、また〃ら（〇，y）はすべての固定され  

た£に対してyにつき凹とする。そうすると2人非0和ゲーム（ズ1，ズ2，叫．（諾，y），爪先（ェ，y））はNash平衡  

点（x＊，y＊）をもつ。［ParthasarathyandRaghavan（1971）］  励   

上の定理は直観的には納得でき、応用上よく出てくるタイプのゲームへの平衡点の存在を保証している。  

また単位正方形上の連続ゲーム（あるいはもっと一般的にコンパクト集合上の連続ゲーム）に関しては次の  

定理がある。   

定理 ズ1とズ2を有限次元ユークリッド空間内のコンパクト集合とし、〃1（ご，y）と爪先（∬，y）はズ1×ズ2  

上で連続な関数とする。そうすると2人非協力ゲーム（ズ1，ズ2，〃1（ェ，y），〟2（∬，如）は混合戦略の中で平衡  

点（〃ル）をもつ。  叫   

この場合、期待利得は〃（・）ル（・）を確率測度とすると  

f＿f二＿  

Aれ（ヱ，y）d〃（J）ゐ（y）  砺（拘〝）＝  

である。   

Nash平衡点の存在には、‘Browerの不動点定理やKakutaniの不動点定理が大きく貢献しており、この  

方面の研究者には現在でも研究対象の宝庫となっている。また、1973年になってM．SmithやPriceは非協  

力ゲームは生物進化の理論的研究に深く関係していることを指摘し、ESSという概念を提案しているが、  

これも対称な有限ゲームを対象とした議論である。  
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3 無限ゲームの解法   

第1節でも書いたように、行列ゲームには線形計画法に転化して解くといったよう．な一般論的解法が存  

在しているが、無限ゲームにはその内容があまりにも複雑すぎてそのようなものはない。場合場合によっ  

て優れた直観、適切な摂動法（perturbation）、その間題の特有の形式などを有効に利用することである。こ  

のこつは、ちょうど微分方程式を解く場合に似ている。このことが無限グーヰを難しくしている反面、多  

くの飯の種を支えてくれていることにもなっている。   

しかし、あるクラスのゲームにあっては、最適戦略やNash平衡点をわりあい容易に見つけることので  

きる【・般的方法がないわけではない。その代表的な方疲が恒等子法と不動点法であろう。   

（lO）恒等子（equalizer）法 これは、単位正方形上のゲームおるいはそれに準じるゲームに有効である。  

M（FO，y）≡COnStfory∈［a，b】⊂［0，1］のとき、FOをPlayefIの恒等子という。各Playerの恒等子を発  

見して  

岬y）〈；〉…r封∈〈㍑け  

〃膵）〈≡〉明bTエ∈ほ；；：；c〉  

とすれば必然的に机＝γ2＝〟（FO，GO）になり、FO，G？が最適戦賂であり、〟（FO，GO）がゲームの値と  

なる。この時  

ダ0（α1）＝CO（α2）＝0；ダ○（あ1）＝CO（む2）＝1  

が成立。このタイプのゲームは、タイミングのゲーム、ナワバリのゲーム、入札ゲーム等、応用上よく見  

られる。  

（20）不動点法（fiⅩed－pOintmethod）各プレーヤの戦略の組（FO，GO）に対し  

（a）凡才（ダ，CO）→max  
・ダ∈β  

（b）M（FO，G）→min  
C∈β  

を考ろる。もしもダ0が（a）の最大点、かつGOが（b）の最小点になっていれば、このダ0，GOが最適戦略  

となる。後で述べるポーカーゲームの構造を持つゲームに有効である。   

ところで、上記の2つの方法は、非0和ゲームのNa5h平衡点を求める方法にも通用する。（20）不動点  

法はそのまま  

〟1（ダ，・CO）→maX  
ダ∈β  

〟2（ダ○，G）→maX   
G∈上）  

を満足する戦略の組（ダ0，GO）を考える問題に書き換えることができる。（lO）の恒等子法は次のように表現  

することができる。  

怖購0）〈≡〉…rご∈〈  

町野）〈≡〉明brェ∈〈  

［α1，わ1】  

〔α1，叫C   

【α2，わ2］  

【α2，叫C   
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を満足する（ダ○，GO）を求め、これが  

ダ0（α1）＝GO（α2）＝0；  

ダ0（わ1）＝CO（ら2）＝1  

を満たせば、（ダ○，GO）は1つのNa5h平衡点となる。   

これ以外にも、ゲームを構成する利得関数の型に応じて様々な解法が考えられる。   

しかし、無限ゲームにあたっては平衡点の存在性は一般には成立するとは限らない。また無数に存在す  

る例も多いことにも注意されたい。  

4 無限ゲームの展開   

いよいよ本稿の主題である無限ゲームの様々な展開について述べよう。無限ゲームには統一的な理論は  

ないが、一つ一つのモデルを考えると驚くほど幅広い展開の可能性が見えてくる。本稿では代表的なモ・デ  

ルを紹介し、その解についてもふれる。  

4．1 探索ゲーム  

このゲームに関しては、草田健作氏より面白い研究が紹介されると思うので、ここでは簡単な紹介にと  

どめる。  

Ex・（searchonaclosedinterval・）［DiubinandSuzdal（1981）］・   

これは最も簡単な探索ゲームである。PlayerII（Hider）は点y∈【0，1〕を選び、PlayerIは同時にⅠⅠとは  

独立に点エ∈［0，1】を選ぶ。もし点yがlェー封l＜g，ここに0＜g＜1，となっているならⅠⅠはⅠから発見さ  

れたとして、Ⅰ対して＋1を支払う。その他のときは0を支払う。この場合利得関数は  

iflェーyl≦g  

otherwise  
〃（ご，y）＝  

Ex．（球面上の探索）R3内に半径Rの球Cがある。PlayerlI（searcher）は一連の点xl，・・・，Xs∈Cを選  

び、PlayerIIは一点y∈Cを選ぶ。二人は互いに独立に同時に選ぶものとする。もし、Xj，j＝1，…，Sの  

中の1つの点の7一近傍に点yが入っているとすると、PlayerIIは発見されたことになる。ここで点エゴの  

7一近傍というのは点勺を山の頂点とし大地の半径が7となるカップ状をした球面上の一部分を意味する。  

点xjの7一近傍をS（xj，7）で記す。PlayerIの目的はPlayerIIを発見することであり、ⅠⅠのそれはⅠから  

発見されないことである。そうするとPlayerIへの利得は  

1，if慰∈〟i  

O， Otherwise  
〟（諾，y）＝  

ここに、エ＝（ご1，…，ござ）で〟＝∪言＝1（ェj，7）0  

－38 －   
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Ex・（平面上の追跡ゲーム） SlとS2を平面上の集合とし、PlayerIは点3：∈Slを、IIは点y∈S2をそ  

れぞれ独立に選ぶ。また、各プレーヤは互いに相手に対して何の情報も持っていない。PlayerIIはPlayer  

Iとの距離を最小にすることが目的であり、ⅠはⅠⅠとの距離を最大にしたい。この場合、Ⅰ、ⅠⅠの戦略はそ  

れぞれx∈Sl，y∈S2であり、PlayerIへの利得はⅩとyとの間のユークリッド距離p（x，y）とする。  

爪オ（£，y）＝β（ェ，y），エ∈51，y∈52  

l  

Ex・（リング内での追跡ゲーム）前例で、51＝∫2＝5となっており、5を内側が半径 

半径月の円で囲まれたリングとなっている場合を考える。この例について最適戦略は以下のようになる：  

PlayerIはリング5の外側の円上の一様分布〆に従って、ⅠⅠは内側の円上の一様分布レ＊に従ってそれぞ  
れの点を選ぶ。この戦略に従うとすると期待利得（距離）は  

〟（〃Ⅵ＝左上2汀上2汀  
月2＋γ2－2月γCOS（p，¢）如（坤  

＝去上2汀月昭一2飢osどd∈≡◎…  

で与えられる。ここでリングの中心を原点とし、¢とpはっそれぞれPl叩erI，ⅠⅠの純戦略を極表示した時  

の偏角を表す。   

証明には、PlayerIが純戦略エ＝（β，ゆ）を用い、ⅠⅠが混合戦略〃＊を用いた時のⅠへの期待利得を〟（ェ，レ＊）、  

逆にⅠⅠが純戦略y＝（〆，y）を用いⅠが混合戦略〆を用いた時のⅠへの期待利得を〟（〆，y）とすれば、  

上2打 

γ2・〆－2rpcos∈d∈  

上2汀月恒2－2恥s摘  

1  

叫ご，レ＊）＝町β）＝  

1        叫〃＊，y）＝◎レ，月）＝元  

を得、γ≦β≦月を用いると  

〟（ェ，〝＊）≦〟（〃＊，レ＊）≦〟（〆，y）  

を得る。   

このゲームは様々な形で展開される。  

4．2 入札ゲーム  

競争入札の問題をゲーム論的に扱うと面白い。初期の頃のOR詰には案外素朴ではあるが面白い入札ゲー  

ムの論文が見つけられる。このゲームはその後、不確実性の導入や情報様式の一般化等で様々な展開が試  

みられAmericanEconomicReview、Econometrica、ManagementScience、OperationsResearchに数  

多くの論文が発表された。HandbookofGameTheoryにはR．Wilsonによる詳しい総合報告が載せられて  

いる。このゲームも今回、渡辺先生の解説があるので、ここでは省略する。  

4．3 保険契約  

保険契約は加入者と保険会社との間のゲームと考えると面白い。これは正確にはゲームの構造をしてい  

ないが、ゲーム論的に考 えると精密な解が出てくる。事故にしてご円の損害をこうむる確率がc邸ダ（うで  

－39 －   
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表される事故に直面している時、加入者（buyer）は保険料打を支払って保険会社（seller）から保険契約T（・）  

を買う0すなわち、金額xの損害がbuyerに現実に起こったとき、SellerはT（3；）だけの支払いを約束する。  

この時0≦r（〇）≦‡，汀＝J㌘r（ヱ）dF（ェ）の仮定を置くことは自然であろう。   

いま、u（z），V（z）をそれぞれbuyerとsellerのもつ効用関数とすると、保険契約を結ぶことによる各Player  

への期待値は  

buyerにとってL∞u［－M・T（x）”F（x）→謂；  

sellerにとって上∞小r（泄（可→謂  

となる。ここで、u（・），V（・）をともに凹関数と仮定すると、buyerにとっては免責型が、Sellerにとっては比  

例型が最適契約となる。この問題も様々な展開が可能である。  

4．4 タイミングのゲーム  

無限ゲームの代表といえばこのタイミングのゲームではないかと思われる程、1950年代から1960年代  

にかけて、Blackwell、Karlin、Restrepo、Shi伽1an、Smith、…等高名な研究者によって精力的に研究さ  

れた。連続な利得関数をもつ無限ゲームはそれ自身美しい結果を出しているが、現実の問題では不連続な  

部分を有する利得関数で定式化できる問題がよく見られる。実はこの不連続性がゲームの解を導くための  

大きな手掛りを与えてくれるのである。そしてこの手掛りは、タイミングのゲームだけでなく、入札ゲー  

ムや後で触れる配置ゲームや縄張りのゲームにも応用されている。   

最適なタイミングを考える問題は私がよく出会う問題である。人は何かある事業に取り掛かる時そのタ  

イミングを考えなければならない。早い時期に取り掛ると失敗の可能性が高くできるだけ遅く敢り掛りた  

い。しかし、あまり遅すぎると相争相手から出し抜かれ、大損失をこうむるおそれがある、という事態が  

そうである。このタイミングの問題は以下のように決闘でモデル化するとよく解かりやすい：   

2人の決闘者（PlayerI，ⅠⅠ）が距離2だけおいて向き合って立ち、単位速度で近寄る。止ったり後退した  

りはできない。射撃の精度は精度関数  

Al（ヱ）＝ PlayerIが時刻ヱにおいて（このとき相互の距離は2（1－ヱ））  

発砲するとき、相手に当たる確率  

A2（y）＝ PlayerIIが時刻yにおいて発砲するとき、相手に当たる確率   

で表わされる。これらの関数はいずれも、A盲（0）＝0，Ai（1）＝1である滑らかな増加関数（盲＝1，2）である  

と仮定する。   

ここでプレーヤに得られる情報について決めておく。一方の決闘者が発砲した瞬間にその昔が相手に聞  

こえる（すなわち、彼が行動をとったことを相手が情報として知ってしまう）とき、彼はnoisybulletを持っ  

ているという。これに対して消音装置がついていて、彼が既に発砲したのかまだしていないのかが相手に  

知られないとき、彼はsilentbulletを持っているということにする。そして両者共noisybu11etを持ってい  

るとときnoisyduel、Siユentbulユetを持っているときsilentduel、また一方がsilentbulletを持っており他  

方がnoisybu11etを持っているときsilent－nOisyduelと呼んでいる。   

この分野の古典的成果はS・KarlinのMathematicalMethodsandTheoryinGames，Programmingand  

Economics（1959）およびM・DresherのGamesofStrategy（1961）にまとめられているが現在絶版となって  

いる。  

ー40 －   
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NoisyDuel一両者が一発ずつ持っている場合   

この決闘では、各々の決闘者は相手や犠砲すれば直にそのことがわかるから、PlayerIの純戦略はェ∈［0，11  

となる。この意味は、ご∈【0，1】を定め、相手がェより前に行動して失顕すれば時刻1まで待って行動し、  

Xまでに行動しなければ時刻3：で発砲する、ということである。PlayerIIの純戦略もY∈［0，1】であり、  

同じように定義される。そうするとPlayerIへの期待利得は、  

帆3観山組E一 

員  

2Al（〇）－1，  ㌃＜y  

Al（ヱ）－A2（ご），〇＝y  

l－2A2（y），  ご＞y  

となる。   

定理 Al（f）＋A2（り＝1の［0，1］での唯一根をf。とする。そうすると（ま。，ま0）はこのゲームの鞍点となる。  

l  

NoisyDuels －FoxandKimeldortによる一般化（1969）   

PlayerIはm回、IIはn回行動できる場合を考えた。DP的考え方をこのゲームに導入して、このゲp  

ムをCmnとおくと、Cm，叫1とCm＿1，れの解が求まると再帰的関係によりCmれが解ける。したがって次  

の結果を得る。   

適当な（fij‥壱，J＝1，2，‥・）と唯一の（叫‥乞，ブ＝1，2，…）が存在して  

Al（fiJ）＋【1－Al（fij）】ui－り  

－A2（fiJ）＋［1－A2（fiJ）】γり－1，  

γiJ  

ここにてノiO＝1for乞＞Oanduoj＝－1forj＞0が成立する。これより任意のm，れに対してゲームCmn  

は値um乃をもつ。   

また、時刻（壬ij）は  
一丁l Tt  

口〔トAl（壬in）】＋口［1－∵A2（fmJ）］＝1  

i＝1  j＝1  

から順次求まってくる。すなわち、両者が最適に振舞うならば、Cmnにおける最初の行動は時刻fm乃でと  

るべきであり、さらに  

〈≡〉⇒〈．‡∫〉  Al（fmn）－A2（まmn）＋［1－Al（f”川）］［1－A2（f〔ln）］叫m－1，れ－1  

が行動とることとなる。   

Silent Duel一両者とも一発ずつ持っている場合   

この場合両者共互いに相手がもう既に行動した後なのかまだしていないのかを知らされず事前に最適戦  

略を求めようというものである。そこでPlayer Iの純戦略をご∈［0，1トⅠⅠのそれをy∈［0，1］とおくと  

Plaさ′erIへの期待利得凡才（ヱ，y）は  

Al（ご）－（1－Al（ご））A2（y）， エ＜y  

Al（ェ）－A2（ご），  J＝y  

－A2（y）＋（1－A2（y））Al（ェ），ご＞y  

－41－   
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となる。この利得関数に対しては純戦略の中に最適戦略はみつからない。そこで混合戦略の中からみつけ  

出すこととなる。この場合利得関数の形からPlayerIの混合戦略は［0，1］上のc斬F（x）であり、このF（x）  

は適当な区間（α，1）⊂［0，1けの密度部分J（ェ）＞0と点までのma5S部分α≧0で構成されるものとするこ   

Pl町erIIの混合戦略は【0，1］上のc〃タ（y）であり、このタ（y）は同じ区間（α，1）⊂【0，1〕上の密度部分  

9（y）＞0と点までのma5S部分β≧0で構成されるものとする。   

と仮定し、このクラスの中から最適戦略をみつけるものとする。そうして  

勅）〈；ト払ry∈（…岩井  

叫ご，C）〈；ト2br£∈は∃〉  

を考察することにより、次の結果を得る。  

定理 α1とα2をそれぞれ方程式   

1  

1＋志＝上  
蛮；1・ 

＝上1  

Ai（f）  ．4ら（f）  
d壬  

A2（f）（Al（り）2   Al（り（A2（り）2  

の【0，1］での唯一根とし、α＝maX（α1，α2）とおく。そうするとⅠ，ⅠⅠの最適混合戦略ダ♯（∬）とG＊（y）は以下  

のように与えられる：  

0＜ェ＜α  

df＋αJl（ェ），α≦ヱ≦1  
ダ＊（ェ）＝  た1Aら（土）  

Al（f）（A2（り）2  

0≦y＜α  

df＋鮮血），α≦y≦1  
G♯（y）＝  y た2Al（ま）  

A2（り（Al（り）2  

ここにIl（z）は2：＝1でのunit－Stepfunctionであり、  

α 〈≡〉oandβ〈…ト‡…卦，  
1〈1・ホ〉 ．4；（り  

Al（£）（A2（±））2  

た1 ガα  

1（1＋有志〉 上  
A2（り（A  

た2  月‾β   1－β  

またゲームの値γ♯は   
1－3A3－i（α）  

if α＝αi．  
A；＿‘（t）  

A3＿J（α）上   Ai（t）（A3－i（り）2  

－42 －  
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SilentDuels －Restrepoによる一般化（1957），   

NoisyDuelsの場合と同様にPlayerIはm回、ⅠⅠはn回行動できる場合を考える。この場合Iの純戦略  

を諾＝（ご1，…，エm）ただし0≦ご1≦‥・≦‡m≦1、ⅠⅠの純戦略を封＝（yl，…，yn）ただし0≦γ1≦…≦  

ym≦1とする。そうするとⅠへの期待利得を〟（ェ1，…，〇m；yl，‥・，yn）とすると  

〈 

Al（ヱ1）＋【1－Al（ェ1）】〟（ェ2，・‥，エm；yl，・・・，ym）， 〇1＜yl  

－A2（yl）十〔1－A2（yl）］〟（Jl，…，∬m；y2，・‥，yn），yl＜ご1  
〃（Jl，・‥，エm；yl，‥・，ym）＝  

ただしェ1＝封1の時は上記2つの関係式の平均を得る。またPlayerりⅠの混合戦略をそれぞれダ（諾），G（y）  

とし以下のように想定する：   

γTl m  

ダ匝）＝ログl（〇i）；G（y）＝HGi（机）  
f＝1 i＝1  

ただし、彗（ごi）は［α五，α汁1】上のc〃であり、乞＜mの時はp〃のみで、壱＝mの時は【αm，αm十1）上の密度  

部分と点αm＋1での可能なma5Sα≧0とで構成される。またGj（恥）は［わメ，む汁1］上の坤であり、ブ＜m  

の時はp〃のみで、ブ＝托の時は［われ，占叫1）上の密度部分と点∂症1での可能なmassβ≧0とで構成さ  

れる。ここに、0＜α1＜α2＜…くαm＜αm＋1＝1；わ1＜わ2＜…＜わn＜わぃ1＝1であり、さらに  

0・m＋l＝ bn＋1＝1。Restrepoは上記のようなクラスの混同戦略の中から、Single－bu11etのモデルで得られ  

た最適混合戦略と相似なc郎をつなぎ合せとして、最適戦略を導く漸化関係式を導いた。   

Silent－NoisyDuel一両者とも一発ずつ持っている場合   

随分長い間α1（t）＝α2（り＝まの場合についての解しか見られなかったが、1970年代に入ってもっと一  

般のクラ．スのモデルの特別な場合とに一般精度関数に対しての解がStyszynski（1974）とTbraoka（1979）に  

よって独立に求められた。ここでは、PlayerIはsilentbulletを、ⅠⅠはnoisybuuetを持っているものとす  

る。そうすると、Ⅰの純戦略はヱ∈［0，1］であり、まずェを定や、ⅠⅠがごより前に行動して失敗すれば時刻  

1まで待って行動し、逆にⅠⅠがxより前に行動しなければxで行動する、ことを意味する。他方、Player  

IIの純戦略は単に封∈【0，1】である。そうするとPl町erIへの期待利得〟（ご，y）は次式で与えられる。  

叫ごか 

〈  

Al（ェ）－（1－Al（ご））A2（y），ご＜y  

Al（ご）－A2（ご），  ご＝y  

l－2．42（y），  エ＞y  

ここで、わをAl（壬）A2（f）＋Al（壬）＋A2（f）－1＝0の［0，1］における唯一根とし、fo∈（fo，1）に対して  

九i（り＝A；＿i（t）／（ノ41（t）A2（ま）＋Al（り十A2（t）－1）   

とおくと次の結果を得る。  

定理 αを（fo，1）における方程式  

上1柑exp［－上t｛1＋Al（肋（埴］＝妄  

の唯一根とするとPlayerI，ⅠⅠの最適混合戦略はそれぞれ次のように与えられる。   

ダ＊（ェ）＝ 〈…，帥p［－1（叫：…；…；，   
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c＊（〇）＝ 〈芸，（2腑ex。拍＋。2（5）｝榊＋項2≡；…；，  
ここにIl（y）はy＝1でのunit－Stepfunctionであり  

1 

β＝1′（1・2上1九2（極［－J｛1＋A2榊冊】叫＞0・  

またゲームの値はγ＊＝1－2A2（α）となる。   

この間題の一般化は、現在でもまだ大きく未解決として残されている。現在までのところ、Styszynski  

によるm－Silentvs．1－nOisy（1974）、Kurisuによる2－SileIltVS．2－nOisy（1986）、RudzikかOwlowskyを中心  

としたポーランド学派による1－nOisyvs．k－Silent・1－nOisyや1－nOisyvs・1－nOisy・k－Silent等に関する一連の  

研究（1984～1992）、同じ流れのKurisuの研究（1990）があるが、一般精度関数をもつm－nOisyvs・1－Silent  

が未だにopenproblemとなっている。   

タイミングのゲームの展開 －その後の発展   

タイミングのゲームは今紹介した問題がその出発点ではあるが、プレーヤの置かれた状況に不確実性を  

導入したり、様々なタイプの情報構造を導入する土とにより、多様な展開をみせる。これらの研究はそれ  

ぞれ現実の経営戦略や市場の問題を念頭に置いてモデル化されたものであり、決闘を想定したのは、その  

表現の形式に他ならない。代表的なものを紹介しよう。   

Pla）－erIは常にⅠⅠが観測でき、他方ⅠⅠは最初Ⅰが観測できないが、Ⅰとの距離は近づくにつれて発見確  

率が上昇してくるNoisyDuelが1971年Sweutによって発表されたo PlayerIIの混合戦略に発見にされた  

条件の下での行動開始という条件つき分布が導入され面白い。しかし、行動回数は一回であり、．行動回数  

の一般化やSilent型への展開が残されている。   

両プレーヤの各々が弾丸を持っているいないのかが不確実なモデルは、Teraokaによって導入されSilent、  

Noisy、Silent－Noisyを中心に様々な問題を扱った（1975～1981）。またこれらの論文を読んだCegielskiは  

SilentDuelsにおいて弾丸の数の確率変数化（Ⅰは高々m発、ⅠⅠは高々n発）に成功し、Styzynskiはある確  

率過程に従って弾丸が入手できるモデルを提案し解を導いた（1980）。しかし、NoisyDuelsに対してのこ  

の方面の一般化は大きく未解決である。   

プレーヤの数の一般化も大きな展開であるが、n人の時は全員が等しい精度（Sakaguchi1980）、一般精  

度の時は3人ゲーム（Kurisu1982）のみが発表されている。これらは非0和として展開されている0   

ゲームの進行がある確率法則に従って停止されるゲームは、一般化された精度関数が時間についての増加  

関数ではなく単峰関数となるので、それまでのゲームと異なり面白い（Teraoka1983，1984，1985，Sakaguchi  

1985）。またTeraokaの論文の弱い仮定を批判して作成したGarnaerの論文も面白いoこのモデルもまだ  

まだやることが残っている。   

その他 情報様式に様々な仮定を設けた恥raokaの論文（1984，1985，1986）、各プレーヤの移動速度に変化  

を入れたKurisuの論文（1997，2000）、各プレーヤが2種類の武器を持つⅡaylaの一連の論（1998～2000）、  

…があり、タイミングのゲームはまだまだやることが残されている。  

4．5 その他の無限ゲーム   

タイミシグのゲーム以外にも無限ゲームとして扱うと面白くなる問題にポーかゲーム、配置のゲーム、縄  

張りのゲームがある。ポーカ・ゲームは配布されるカードを乱数と考え、受取った乱数の実現値に基づいて、  

賭に応じるか、降りるか、の確率を定めるのが純戦略であり、Bellman（1952）、KarlinandRestrepo（1957）  
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のモデルを出発点とし、最近ではSakaguchiやSakaiの報告がある。タイミングのゲームとよく似た形の  

利得関数を持つが純戦略の中でNash平衡点が導れる問題として面白いのが、配置ゲームであろう。これ  

は1929年のHotellingの問題が出発点となっている。【0，1］上に客が分布しており、その中に対立する2店  

が店を出したい。各々の店は互いに対立する相手を考えながら品物の値段と店の配置位置を決めるのが目  

的である。この際客の移動に伴う費用も考えに入れ、■客は安い方の店を選ぶ。この間題も様々に発展され  

現在でもゲームの専門誌の中に論文を見る。   

Smithにより生物進化の理論的研究がゲー ム理論と深く関係することが示された（1982）。この時紹介さ  

れたモデルは、複数の企業間の市場独占の為の対立やある企業の市場への参入の問題、すなわち、縄張りの  

問題に応用できる。この応用も無限ゲームとして定式化できる（恥raoka1993，1995，1997，1998，1999）。この  

他にも、競合的在庫の問題（Hohjo1998，1999，2000）、ソフトウェアー出荷のゲーム（Dohi，Tbraoka，Osaki）  

等ともかくも無限ゲームは私達に様々な興味を与えてくれ，これからも発展の望まれる分野なのである。  
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