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1. 背景

古典的な協力ゲームの理論では，あらゆるプレイヤー
の組合せが提携を組めることを仮定していた．しかし，
現実には国家間の提携可能性のように，政治的な制約な
どにより，そのような仮定は成立し難い．そこで近年，
ある公理を満たす集合族を用いてプレイヤー間の提携
可能性を表現する協力ゲームについて盛んに研究がな
されるようになった．ここでのゲーム Γは，プレイヤー
集合 N := {1, 2, · · · , n}，許容提携の集合 F ⊆ 2N，
費用関数 c : F → Rにより，Γ ≡ (N,F , c)と定義さ
れ1，全体でかかる費用 c(N)をどのように分担するか
が問題となる．F = 2N を満たすゲームが，古典的な
枠組におけるゲームに対応する．これまでに，凸幾何，
増加システムなどの集合族上でのゲームが提案されて
おり，古典的な協力ゲーム理論では不可能であった広
範な問題の記述が可能になった．しかし，古典的な枠
組における仮定を緩和することによってある問題が生
じる．古典的な協力ゲームの理論では，2N 上の費用関
数 cの劣モジュラ性を仮定して，配分方法の特徴付け
を行っている．費用関数 c : 2N → Rが劣モジュラで
あるとは，任意の S, T ∈ 2N に対して，

c(S) + c(T ) ≥ c(S ∪ T ) + c(S ∩ T ) (1.1)

を満たすことをいう．一方，許容される提携の集合を
N の部分集合族F で与えた場合，費用関数 cは F 上
の関数となるが，集合族 F は必ずしも和と共通部分に
関して閉じているとは限らず，古典的な枠組みにおけ
る劣モジュラ性の定義をそのまま適用できない．
本研究では，部分的な劣モジュラ性を持つ費用関数

を導入し，交差族2と呼ばれる集合族上のゲームの性質
について考察した．本研究の主な結果は以下の二つで

1 本研究では，N, ∅ ∈ F , c(∅) = 0 を仮定する．
2 共通部分が非空な任意の S, T ∈ F に対して，S ∪ T, S ∩
T ∈ F を満たす有限集合の部分集合族 F を交差族と呼ぶ．

ある．第一に，交差族が，費用関数を分配束3上の劣モ
ジュラ関数に拡張するための，ある意味で最も広いク
ラスであることを示した．第二に，交差族上の劣モジュ
ラゲームにおいて，コアと安定集合との関係を明らか
にし，仁の多項式時間可解性を示した．

2. 費用関数の拡張

はじめに，費用関数の劣モジュラ性について考察す
る．本研究では，二つの費用関数に着目する．一つ目
は，限定的な劣モジュラ性を持つ準劣モジュラ関数であ
る．Γ ≡ (N,F , c)をゲームとする．S ∪T, S ∩T ∈ F
を満たす任意の S, T ∈ F に対して，式 (1.1) が成立
するとき，費用関数 c : F → R は準劣モジュラであ
ると呼ぶ [1]. 二つ目は，費用関数 c : F → R の拡
張である．費用関数 c : F → R に対して，その拡張
ĉ : F̂ → Rを以下のとおりに定義する．まず，F̂ につ
いては，F の要素の直和を考え，それらをすべて集め
た集合を F̂ とする．さらに，各 F̂ の非空な要素X に
対して，

ĉ(X) := min{
∑

i∈I

c(Xi) |{Xi}i∈I : X の分割，

Xi ∈ F , ∀i ∈ I }

と定義し，ĉ(∅) = 0とする．費用関数 c : F → Rが交
差族上の準劣モジュラ関数のとき，次の定理から，そ
の拡張 ĉ : F̂ → Rも準劣モジュラ関数になる．

定理 2.1（[2]）. 交差族F 上の費用関数 c : F → Rに
対して，共通部分が非空な任意の S, T ∈ F において，
式 (1.1)が成り立つとする．このとき，任意の S, T ∈ F̂
に対して，ĉ(S) + ĉ(T ) ≥ ĉ(S ∪ T )+ ĉ(S ∩ T )が成り
立つ．

3 本稿では，分配束とは有限集合の部分集合族 F で，任意
の S, T ∈ F に対して，S ∪ T, S ∩ T ∈ F を満たすものと
する．
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拡張した関数の劣モジュラ性を仮定すると，配分方
法の特徴付けが容易になるのでこの性質は好ましい．
しかし，一般には元の費用関数の劣モジュラ性から拡
張した関数の劣モジュラ性を導くことはできない．そ
こで，本研究では劣モジュラ性を壊さずに準劣モジュ
ラ関数から劣モジュラ関数へ拡張可能な集合族のクラ
スを考察し，以下の定理を得た．

定理 2.2. 任意の i ∈ N について {i} ∈ F が成り立
つとする．このとき，F 上の任意の準劣モジュラな費
用関数 c : F → Rについて，その拡張 ĉ : F̂ → Rが
準劣モジュラならば，F は交差族である．

3. コアと安定集合

定理 2.1の性質を利用して交差族上のコアと安定集
合の関係について考察する．ゲーム Γ ≡ (N,F , c)に
対して，x ∈ R

n が
∑

i∈N
xi = c(N) かつ {i} ∈ F

となる任意の i ∈ N について，xi ≤ c({i}) を満たす
とき，x を Γ の配分と呼ぶ．今，配分 x と許容提携
S ∈ F が与えられている．差分 c(S) −∑

i∈S
xi が負

になるとき，S のメンバーにとっては，xに従わず S

の中で提携を組み，費用を分担するほうが望ましいこ
とがわかる．コアとは，すべての許容提携がこの逸脱
の動機を持たない配分の集合のことである．すなわち，
任意の許容提携 S ∈ F に対して，c(S)−∑

i∈S
xi ≥ 0

を満たす配分xの集まりがゲーム Γのコアである．コ
アはいくつかの望ましい性質を持つことが知られてい
るが，なかでも古典的な枠組における劣モジュラゲー
ムにおいて，コアは唯一の安定集合4であることが示さ
れている [3].

本研究では，Shapley [3] の結果を分配束上の劣モ
ジュラゲームにおけるコアにも拡張することができる
ことを示し，さらに，コアがゲーム Γ ≡ (N,F , c)で
安定集合であることとその拡張 Γ̂ ≡ (N, F̂ , ĉ)で安定
集合であることは同値となることを示した．これらの
事実と，定理 2.1から，以下の結果が得られる．

4 配分 x,y に対して，y(S) ≥ c(S) かつ，任意の i ∈ S
について yi < xi を満たす S ∈ F \ {∅} が存在すると
き，配分 y が x を支配するという．配分集合 K がゲーム
Γ ≡ (N,F , c)の安定集合であるとは，以下の二つの安定性
を満たすことをいう：
（内部安定性） 任意の配分 x ∈ K に対して，xを支配する
y ∈ K が存在しない，
（外部安定性） 任意の配分 x �∈ K に対して，xを支配する
y ∈ K が存在する．

定理 3.1. ゲームΓ ≡ (N,F , c)に対して，c : F → R

が交差族上の準劣モジュラ関数であり，F̂ の任意の極
大鎖の長さが nであるとする．このとき，ゲーム Γの
コアは唯一の安定集合である．

4. 仁を計算する多項式時間アルゴリズム

コアの要素 x によっては，費用の節減分 c(S) −
∑

i∈S
xi が許容提携 S ∈ F ごとに大きく異なり，不

公平な配分になる場合もある．これにより考えられた
のが仁である．仁は，各提携の費用の節減分をできる
だけ大きく，かつ均等にした配分方法である．定義は
[4]を参照されたい．
一般に仁の計算はNP困難であることが知られてい

るが，Faigle 他 [4] は F = 2N の劣モジュラゲーム
において，仁の多項式時間可解性を示した．さらに，
Hoang [5]は，仁を求める解法として，許容提携の集合
が foursome という条件を満たす劣モジュラゲームに
おいて，線形計画問題を繰り返し解く多項式時間アル
ゴリズムを与えた．しかし，集合族が foursome とい
う仮定を現実問題に適用することは難しく，また本研
究から，Faigle 他 [4]における仮定と数学的な構造上
変わりがないことがわかった．本研究では，Hoang [5]

の結果を拡張し，許容提携の集合が交差族である準劣
モジュラゲームにおいて，仁が多項式時間で求められ
ることを示した．

定理 4.1. ゲームΓ ≡ (N,F , c)に対して，c : F → R

が交差族上の準劣モジュラ関数であり，任意の i ∈ N

について {i} ∈ F が成り立つとする．このとき，ゲー
ム Γ の仁を計算する多項式時間アルゴリズムが存在
する．

参考文献

[1] J. M. Bilbao, E. Lebrón and N. Jiménez, “The core
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