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カーンの倉庫問題について  
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（本文）カーンの倉庫間馬とは Cahn【3】が1g48 年にアメリカ数学会報で発表した問  

題で「価格と費用が期間毎に変わっていく製品を考える。容量が一定の倉庫で訂期在庫量  

が与えられているときのその製品の各期間毎の最適な購入（又は生産）、貯蔵、そして販売  

数量を決定せよ」という問題である。Charnes and Cooper［4，5】が1955年に LPに定  

式化し双対問題に書き直して解いたのに対し、少し遅れて Bellman［1］が〔4】を参照し  

ながら DP でアプローチした。チャーンズとクーパーの方法は最適解の構成法が一般的で  

はなかった。ベルマンの方法は誤った記法を使ったり正しくない図形を使ったりと、方法  

の主旨は伝わっているが、正しくないものであった。この発表ではその二つの方法を融合  

した林（1997）による正しい最適解の構成法を紹介する。   

Aを倉庫の中のその製品の初期在庫量、Bを一定であるその製品の倉庫の容量であると  

する。その製品はi＝1，2，…，n の各期間に買われ（又は生産され）、売られ、残り  

は貯蔵される。その製品の第i期の一単位の仕入値をc．．売値をpiとする。Ci．p L（i  

＝1，2．…，n）は既知である。その製品の第i期の購入（又は生産）量をⅩi．販売量を  

y．とし、各期末の手持在庫量は倉庫の容量を越えてはいけない、各期の販売量はその前  

期末残高を越えてはいけない、そして各期の購買・販売量は非負であるという条件の下で  

そのn期間全体の利益を最大化したいというのがその間題である。   

kをlから、・nまでの任意の数とする。第k期からn期までの同じ問題で第k期の期首在  

庫量がAであるときの最適な目的関数の億を f k．n（A）で表す。つまり、  

n     f k．。（A）仝 Max（∑（p，yJ－C．XJ）：                                    J＝k  

l  

A十 ∑（ⅩJ－y，）≦B（i＝k，・・・，n），yk≦A， Jェk  

L 

yi≦A十宣（Ⅹj－y，）（i＝k十l，・・・，n） jロk  
x．．y．≧0（i＝k．2，・‥，二m））  （1）  

とおく。そうすると  

f n．n（A）＝ Max（pnA，0）（最適解はpれ＞0 のときは Ⅹ。＝0，   （2）  

yh＝A；そうでないときは Ⅹn＝yn＝0）  

そして1≦k＜n なる任意の期の数kに対して  

f k．。（A）＝ Max（p kyk－C kXk十f k．．．n（A＋Ⅹk－yk）：  
X ． y   k k  

A十Xk－yヒ ≦B，yk ≦A．xk ≧0，yk ≧0）  （3）  

となることが分かる。求めたいのは fl．n（A）の値である。これらの問題■の最適解は、  

目的関数も制約式も線形であるから、（3）の制約領域の端点で生ずる。その制約領域の端点  

（Ⅹk．yk）は（0．0），（0，A），（B，A），（B－A，0）だけであるから  

f k．n（A）＝ Max（f k．1．。（A），P kA十f k．．．n（0）．  
（4）  

pkAT CkB十f k．1．n（B），－Ck（B－A）＋f k．．．n（B））  

となることが分かる。（2），（4）の関係式から f．．n（A）を求めるというのがベルマンの  

アプローチである。   

他方、問題 f k，n（A）の双対問題を最初の型の不等号制約に対する双対変数をtl．そ  

の次の型の不等号制約に対する双対変数をul（i＝k，…．n）として  

Tk△宣tJ．Uk会岩uJ（k＝1，2，…，n）                  JE k lt＝k  

－210－  

（5）   
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という変換をして書き下すと  

目的関数：（B－A）Tk 十AUk →・最小化  

制約条件：T，－U，．．≧T CJ（j＝k，k十l，・・・，n；但し、Un．．＝0）  

－TJ・十U｝ ≧pJ（j＝k・k・＋1・・・・て n）  

Tk ≧Tk．1≧ …．≧Tn ≧ 0，  

Uk ≧Uk．1≧ … ≧Un ≧ 0．  

（Dk）  

となる。求めたい最小の値は（D．）のものであるが、それはTn．1仝0，U。十1仝0 と置  

いて j＝n．n－1．，1の順番に  

T，← Max（U‥．－C，．T‥，）：Uj ← Max（p，十TJ．U，．．）  （6）  

とおいて行けば得られる。これがチャーンズ・クーパーのアプローチである。   

この二つの方法は、こうして得られた最適なTk．Uk（k＝1，2，＝・，n）の値を使  

うと任意の k＝1，2．・・・，n と A∈【0，B】に対して  

f k．n（A）＝（B－A）Tk 十AUk  （7）  

が成り立つということで繋がる。したがって、  

Tk ＝f k．n（0）／B，Uk ＝f k．n（B）／B  （8）  

となる。また、（8）を（7）に代入して  

f k．n（A）＝（l－A／B）fk．n（0）＋（A／B）fB．n（B）  （9）  

を得る。ベルマンの方法の良い所は漸化式の右辺の最大値がどの項で達成されるかで主問  

題の最適解が決まることであった。チャーンズ・クーパーの方法の良い所は最適な（変換  

された）双対解Tk．Uk（k＝1，2，…，n）が（6）で効率的に計算できることであった。こ  

の二つの方法を融合させて対応する主問題（P）の最適解を決定することができる。問橿  

f k．。（A）の最適解を（n－k＋1）次元の二つのべ．クトル xよH．仝（Ⅹk．Xk．．．，  

Ⅹn）T，yよナ㌔仝（yk．yk．．．…．yn）T で表す。そうすると、（4．3）より問題f k．h（A）  

の最適解は A＝0．B のときの最適解を使って  

X L［L ＝（1－A／B）xiPL ＋（A／B）xJ？L．  
㈹  

Yよ㌦ ＝（1－A／B）YJア㌔ ＋（A／B）yJア㌔  

で決まる。この右辺に並ぶ最適解は最適なt k、ukの値を使って以下のように決定される。  

t k ＝0 ⇒ xJア㌔ ＝（0，XJ門．れ），yJア㌔ ＝（0，yJ！ミ．n）  

tヒ ＞0 吟・＋xム㍑ ＝（B，Xよ空l．れ），yピアも ＝（0，yJ空しn）  

u k ＝0  ⇒ xよア㌔ ＝（0，XJ円．れ），yJア㌔ ＝（0．yJ空L。）  

Uk ＞0・tk ＝0 ⇒ 

uk ＞0．t k ＞0 ⇒ xJア㌔ ＝（B，X迂≡1．れ），Yよア㌔ ＝（B，yよ！1．n）  
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