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1．はじめに   

通信網の強度を評価するのに、交換機を節点に対応させ  

てグラフにモデル化して連結度で評価するのが効果的であ  

る。通信網では複数の交換機が集まって一つの論理的な領  

域を形成していることがある。通信は、その領域（交換機  

の集まり）を目的地として経路を選択し、領域内のどれか  

の交換機に着信すれば、目的となる着端末まで通信路を確  

保することができる。つまり、着領域のどれか一つの交換  

機に接続しさえすれば良い。そこでこの場合重要なのは、  

節点間の連結度ではなく、節点と領域（節点の部分集合）  

の連結度であると言える。   

筆者は、節点と領域の連結度としてNA連結（n∝1e－tO一打ea  

connection）という概念を導入し、その性質をいくつか明か  

にした川－［4】。NA連結は従来からある連結の概念を一般化  

したものであるが、【3】ではNA連結をさらに、点連結度や  

妓連結度の一般化である、T－独立な経路数の上にも拡張で  

きることを示した。また【4】では2－NA枝連結性の線形時間  

判定アルゴリズムを示した。本稿ではこの考え方を拡張し  

てk－NA枝連結性の必要十分条件を示す。この条件から  

し、k－NA枝連結性の高速判定アルゴリズムを作ることが  

出来る。   

2．諸定義  

【定義】G＝（V，E）：無向多重グラフ。  

V：節点集合、E：枝集合。   

Vの部分集合族X＝（Vl・Vz，・・・，VIXJ）（∪揖”・JX－Vi＝Vかつ   

Vinl＝≠（i≠j））とグラフGの組合わせを、領域グラ   

フと呼び、G＋－＝（G，Ⅹ）で表す。各Viを領域と呼ぷ。□  

【定義】枝はその接続している2節点x，y∈Vを用いて  

e（x，y）の様に表すこともある。2つの節点部分集合Wl，Wユ  

⊆Vに対し、E（W．，W2）＝（e（X，y）Jx∈W．，y∈W2）とする。V  

の空でない真部分集合W⊂Vに対し、E（W，V－W）をカット  

といい、k本の枝から構成されるカットのことをk－カット  

という。カットE（W，V－W）が節点部分集合U⊆Vを横切ると  

は、UnW≠中かつUnV－W≠lであることを意味する。ま  

た節点部分集合U．，U2⊂Vに対しUl⊆WかつU2⊆V－Wであ  

るとき、カットE（W，V－W）はUlとU2を分離すると言う。ロ  

【定義】グラフG＝（V，E）のx∈VとW⊆V－（x】について、＞F  

⊆V（lFl≦k－1）をGより除去したグラフG－Fにおいて、Xと∃  

y∈Wが連結である時、XとWはk－NA横連結であると言う。  

また、領域グラフG◆－＝（G，X）の＞x∈VとVVi∈X（x∈V－  

Vi）について、XとViがk－NA枝連結である時、G’－はk－NA  

枝辿結であると言う。また、k－NA枝連結である最大のkを  

NA積連結度と呼び、人（x，Vi；G◆t），ス（G◆L）等と表記する。□   

【定義】k－NA枝連結性判定問題（但し、kは定数）   

入力：領域グラフG◆・＝（G＝（V，E），X）   

要請：G＋aはk－NA枝連結であるか否かを判定せよ。□   

3．k－NA積連結性の必要十分条件   

グラフG＝（V，E）の節点はk一茂連結性に関する同値類に分  

割できることが知られている0即ち、Vの分割C（k）1，C（k）2，  

…・C（k）粗，（Ui冨IKホ）C（k）i＝V，C（k）inC（k）j＝≠fbri≠j）で、「X，y  

∈∃C（k）i←→L（x，y）≧k」である様なものが存在する。C（k）i  

に空集合を認めないとすると、kに閲しこの分割は一意に  

定まり、その時の各C（k）iをk一枝連結成分と呼ぶ。領域グラ  

フG＋－＝（G，X）のk－NA枝連結性の判定問題に対し、Gのk一枝連  

結成分が利用できる。   

【定理1】領域グラフG＋a＝（G＝（V，E），X）がk－NA  

枝連結である必要十分条件は、   

全てのh∈（1，2，…，k）に村し、全てのh一枝連結  

成分C（h）iが  

（1）全ての領域内の節点を少なくとも一つずつ  

含む。  

（2）IE（C（h）i，V－C（h）i）倖k  

のどちらかを満たすことである。口   

走理1の証明に必要な性質を次に補選として示しておく。   

【禰題1】グラフG＝（V，E）において、［E（W。，V－W。）I攻であ  

るカットE（W。，V－W。），W。⊂Vが存在するならば、あるh≦k  

に対しh一枝連結成分Cが存在して、C⊆W。かつ［E（C，V－C）ld  

を満たす。口   

証明）lE（W，V－W）［＝i－1＜kである空でないW⊆W。を一つ選  

ぶ。（W＝W。としても良いので必ず選ぶことができる。）  

カットE（W，V－W）が、あるj一枝連結成分Cを横切るとする。  

するとk≧i可でなければならない。ここでW－C≠中であると  

仮定する。   

節点x∈W－Cが存在し、XとCを分離するカットE（U，V－U），  

x∈U，C⊆V－U，lE（U，V－U）何が存在する。表記を簡単にする  
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ために、Wl＝WnU，W2：W－U，W，＝U－W，W．＝V－W－Uと書く  

ことにする。  

i－1＝lE（W，V－W）l  

＝lE（Wl，W，）l＋lE（Wl，W．）l＋匿（W2，W，）［＋lE（W2，W．）l   

j－1≧lEⅣ，V－U）l  

＝lE（Wl，W2）l＋［E（Wl，W．）l＋［E（W2，W，）［＋［E（W，，W。）l  

iカであることを考慮すると  

IE（Wl，W，）f＋lE（W2，W．）l＞IE（Wl，W2）［＋［E（W，，W。）J  

が成り立つ○ここでIE（W2，W。）l＜lE（Wl，W2）Jt仮定すると、   

1E（W．，WlUW2UW，）l   

＝lE（Wl，W．）［＋lE（W2，W．）1＋lE（W，，W．）l   

＜lE（W．，W．）l＋lE（W．，W2）l＋TE（W，，W．）l≦（EⅣ，V－U）国  

力ットE（W，V－W）がCを横切ることから、2節点x∈CnW  

⊆W2とy∈C－W⊆W。が存在する。ところがxとyはカット  

E（W．，WlUW2UW，）によって分離され、Cカう一枝連結成分で  

あることに反する0故にIE（W2，W．）J≧】E（Wl，W2）lでなければ  

ならない。すると   

IE（W．，W2UW】UW．）［   

＝lE（W．，W2）・＋［E（Wl，W，）［＋lE（Wl，W．）l   

≦lE（W2，W．）I＋IE（Wl，W，）［＋lE（Wl，W．）I≦lE（W，V－W）Z＝i－1  

となるoWlがWに真に含まれることから、Wlを改めてW  

と置き直すことにより、真に小さいWを得ることが出来  

る。W－C≠¢である限りこの操作を繰り返すことが出来  

る0すなわち、IE（W，V－W）l＝i－1＜kである空でないW⊆W。  

を、カットE（W，V－W）が横切る全てのj一枝連結成分Cに対し  

て、W－C＝¢である様に選ぶことが出来る。   

こうして選んだWに対し、カットE（W，V－W）があるO－1）一  

枝連結成分Cは横切るが、どのj一枝連結成分も横切らないと  

する。当然j≦i≦kである。この時、Wが2つ以上のj一枝連  

結成分Cl，C2，・・・を含むとする。するとClとC2を分離する  

カットE（U，V－U），Cl⊆U，C2⊆V－U，lE（U，V－U）l＜jが存在す  

るoここで表記を簡単にするために、Wl＝WnU，W2＝W－U，  

W，＝U－W，W．＝V－W－Uと書くことにする。   

もしIE（W2，W4）l＜lE（Wl・W2）Iならば、  

IE（W。，WlUW2UW，）l   

＝］E（W．，W．）l＋lE（W2，W．）l＋lE（W，，W．）l   

＜lE（Wl，W．）［＋］E（Wl，W2）・＋［E（W，，W．）l≦lE（U，V－U）l≦j－1  

となるので、W。nC＝¢でなければならない（●・●W。nC≠¢  

だと、カットE（W．，WlUW2UW，）がCを根切り、CがO－1）一  

枝連結成分であることに反する0）同様にもし但（Wl，W】）l  

＜JE（WI，W2）搾らば、W，nC＝¢でなければならない。カット  

E（W，V－W）がCを桃切ることから、（W，UW．）nC≠¢でなけ  

ればならないoよってIE（W2・W4）■≧】E（Wl，W2）lまたは  

IE（W．，W，）I≧［E（Wl，W2）lである。よって一般性を失うこと無  

く、（E（W2，W．）l≧］E（Wl，W2）lとできるo   

IE（Wl，W2UW，UW。）l   

＝IE（Wl，W2）l＋1E（Wl，W，）l＋［E（Wl，W．）J   

≦［E（W2，W．）J＋［E（Wl，W，）l＋［E（W．，W．）惇IE（W，V－W）l＝i－1  

となるo WlがWに真に含まれることから、Wlを改めてW  

と置き直すことにより、真に小さいWを得ることが出来  

る。Wが2つ以上のj一枝連結成分を含む限りこの操作を繰  

り返すことが出来る。すなわち、Wが唯一つのj一枝連結成  

分を含む様に選ぶことが出来る。そこで、C＝W，h⇒とおく  

と、求めるh一枝連結成分Cが得られている。（補遺1の証  

明了）  

定理1の証明）まず必要性を示す。対偶を示すため、条件  

を満たさないと仮定する。すなわち、あるh∈（1，2，…，k）  

に対し、（1）と（2）のどちらも満たさないh一枝連結成分C（h）iが  

存在すると仮定する。この時、カットE（C（h）i，V－C（h）i）を考  

えると、IE（C（h）i，V－C（h）i）l＜kかつC（h）iはある領域の節点を  

含まない。よってG＋Lはk－NA枝連結でない。以上から必要  

性が示された。   

次に十分性を示す。対偶を示すため、G・・はk－NA枝連結  

でないと仮定する。すなわち、ある領域Vl∈X，節点x∈V－  

Vlに対し、カットE（W，V，W），X∈W，Vl⊆V－W，lE（W，V－  

W）l＜kが存在する。補題1より、あるh≦kに対し、h一枝連  

結成分Cが存在して、C⊆WかつIE（W，V－W）l攻をみたす。  

C⊆W⊆V－VlなのでCはVlの節点を一つも含まない。よっ  

てCが条件（1）と（2）を両方とも満たさない。よって十分性も  

示された。（定理1の証明了）   

4．まとめ   

本稿ではk－NÅ枝連結性の、必要十分条件を示した。こ  

れを用いて、k－NA枝連結性を判定する高速アルゴリズム  

が構築できる。特にk≦3については、線形時間が保証され  

る。このアルゴリズムについては別途説明する。   
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