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一一問題の性質一一

竹内

1. 問題の一般的定式

世の中には，行動の中で情報省ピ得ながら決定を

下していかなければならない問題が多くあるーし

かもその場合，決定はその場で下さなければなら

ず，いったん過ぎてしまったことをさかのぼって

むし返すことはできないことが多い.このような

関題を数学的に定式化したものが，逐次決定問題

sequential decision problem とよばれるもので

ある.

さらにその中で，情報を取る過程と行動決定を

行なう過程が明獲に分かれていて，しかも行動決

定は i 密接りという種類の詩題は，環突にもしば

しば生ずるし，数学的にもとり扱いやすい.この

ような問題は一般的なストッピング・ルールの問

題とよばれる.というのは，いつ観測をストップ

して決断を下すかが湾題の焦点となるからであ

る.

このような問題は一般につぎのように定式化す

ることができる.まず，われわれはデ}タの系列，

X!， X2， …， X:陶…を }I酎こ観測していくものとし，

また各段階において「状態j を表わす変量 Yt. Y 2, 

Y n , ...が存在するものとする.この量はなん

らかの形でデ…タと結びついているが，それ自体

は直接には観測されないものとする.われわれは

各段階ごとに，データ Xh X2，… ， X" にもとづい

て，観測を統けるか， r決定j 宏、ドずかを決める.

「決定」を下す場合には，可能な決定の集合Dの
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中の要素 d を選ぶ.そのとき得られる「利益j あ

るいは「効用」は，状態 y" と d とによって定ま

るから，それを U(Yπ， d) と表わす. またそれま

でに f観灘j のために費用品を要するものとす

る.問題は期待効用

E(U( Yn, d) -Cn) 

を最大にするような，行動決定のルールを求める

ことである.

ここでごつの場合が区別される.一つはれの

確率分布がわかっている，より厳密にいえば X1 ，

…, X n, ・・の同時分布と，それらが与えられたと

きの巴の条件付分布がわかっている場合である.

もう Aつは， XJ，…， X町…および y" の同時分布

が未知のほ数 θ に依存する場合である.前者を確

率的，後者を統計的な間関とよぶことにしよう.

2. 確率的な問題

最初に磯率的な問題から考えよう.

まず遅くともN回観測なするまでに決定右下さ

なければならない場合を考えよう.そうし"t，こ

のときに得られる襲待効用の最大盤を VN*と表わ

すことにしよう.

またX1=X!， ・・・， Xπ=仇(n;;;!'N)が観測されたと

きに期待される効用の最大値を，

VN， n*(Xt， … ， Xπ) 

と表わすこと tこする.そうすると明らかにつぎの

関係式が成り立つ.

VN.Nホ (Xt ， … ， XN)
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=max EYN{U(YN, d) IX1=xJ，一 ， XN=XN} 
d 

ー-Cn

ただし EY{ I *}は*がケーえられたときの Yの

条件付期待値を表わすとする.そうして最適性の

原理により，

VN, n*(XJ, …, Xn) 

=max [max EYn{U(Yn, d) IX1=xJ，・・・，
d 

Xn=Xn} -Cn, EXn+l{VN. n+l*(XJ, ・・・ ， Xn , 

X叫1) IX1=xJ,… , Xn=Xn} -Cn+1J 

n=! , ・・・ ， N-!

VN*=EX1{VN.l*(Xd} 

が成り立つ.

VN* が(一般には UN， J が)N に関して単調増

加になることは明らかである.そこで，

v*=lim VN* 
N-+∞ 

とおけば， v* は決定を下すまでの観測回数に制限

がない場合に獲得可能な効用の期待値の上限を与

える.しかし実際にそのような値が達成可能であ

るとは限らない.

この場合，問題は基本的にDPの問題に帰着す

る.そこでDPの理論で扱われるような問題がこ

こで生ずることになるが，それについてはここで

はふれない.

ただストッピング・ルールの問題とよばれるも

のの典型的な形においては，取られる「最終決定」

の集合Dがただ一つの要素からなる場合も多い.

そのような場合には，問題はいつ「観測J をやめ

て決定を下すかだけとなる.その場合 d は決まっ

ているから U( Yn , d) = U( Yn ) と表わしてもよい.

さらに簡単に U(Y，，) =1';η としても一般性を失う

ことはない.したがってこの場合漸化式は，

VN.n*(Xl , …, xn)=max [E{Y，πIX1 =Xh …， 

X包=Xn}-Cn，EXn+l{VN 

X川d IX1=xJ，…， Xη=X，， }-Cn+1J 

VN*=EX1(VN.l*(X1) ) 

が成り立つ.

多くの問題において X!，一 ， Xn が与えられた

とき ， Xπ+1 および Yn の条件付分布が Xn にのみ
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依存することがある.このような場合は問題はマ

ルコブ性をもっという.このとき，

max E{U(Yn, d) IX1 =Xl，… ， Xn =仇}
d 

=max E{U(Ynld) IXn} 
d 

が成り立つ.したがって帰納的に，

VN.n*(Xh …, Xn) =VN.n*(仇)

=max [max E{U(Y"ld) IXn}-Cn, 
d 

E{VN.π+1*(X叫1) Ixη}-Cn+ 1J 

となることが示されるから，計算は容易になる.

3. 簡単な例

ある人が自分のもっている商品(株式，土地等)

を適当な時期に売ろうとしているとしよう .Xn を

n 期におけるその商品の市場価格とする.したが

ってその人が第 n 期に売ることにしたとすれば，

収入はれ=Xn となる. 目的はなるべく高い価格

で売ることであるのはいうまでもない.いま ω=

0，すなわち売らないで待ちつづけることには費

用がかからないものとする.そうするとまず，

VN.N*(Xh …,XN)=XN 

である.つぎに，

VN.N-l*(Xh ''', XN-d 

=max [XN-h E(XNlxh …,XN-l) J 

となる.マルコフ性を仮定すれば，

E(XNlxh …,xN-d =E(XN I XN-d = !(XN-l) 

と表わすことができる.そうして，

Z肌N-l*(Xh … ， XN-l)=max{XN-h !(XN-l)} 

=VN.N-l*(XN-d 

となる.以下同様にして，

VN.n*(Xl ,…, Xn) =VN.n*(仇)

=max [Xπ， E{VN川+1*(Xη+1) IXn=Xn}] 

という形の漸近式が得られる.そうして第 n 期に

おいて，

Zη詮 E{VN川+l*(Xn+1) IXπ=仇}

となったならば，そのとき商品を売ればよいとい

うことになる.

さらに X1 ， "'， X匁が定常的，すなわちX旬を変

えたときの Xn+ 1 の条件付分布が n には依存しな
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いとすれば，

VN ,n*(Xl, …,Xn) =gN-施(ι)

という形になり，また，

E{VN ，附1ホ(XN+1 ) /XN=Xn} 

=E{gN-n-l(XN+1) IXn} =fN-n-l(Xπ) 

という形に表わすことができる.そうして，

g1c(x)=max [X , fk-l(X)] 
go(X) =X 

f1c(X) =E{gl;(X2) IX1=x} 

という形で順次計算に進めることができる.この

関係を一般に図示すれば図 1 のようになり，第 n

期において Xπ=CN-n ならば商品を売ればよい.

ここで明らかに /k， gk は k に関して単調増加で

あり ， CJc も単調に増加する.そうしてもし k→∞

のとき fk寸戸となり，かっそれに対応して CJc も

ある一定の♂に収束するならば N→∞すなわち

決定を下すまでの期間に制限がないときは，価格

がげを越えたならば，その商品を売ることにす

ればよい.

具体的にげを求めるには数値計算によらねば

ならないが， Ck→∞となる可能性もあるから，注

意が必要である(このような場合には無期限の場

合に最大の期待値を達成するような戦略は存在し

なし、).またもしつねに E(X2 IX1 =x) >X であれ

ば最初から Ck=∞となるから， なるべく長く売

らないでいるのがよいことになる.さらに E(X2 /

X1 =X)=X であれば(このとき Xl， …， X町・ーは

マルチンゲールをなしているという)，つねに

fk(X) 三♂であって， いつ売っても期待値に変り

はないということになる.つまりどんな売り方を

しても結果に影響はないことになる.マルチンゲ

ールになるのは，たとえば X1， X2， ・・・がラン夕、、ム

ウオークの場合，すなわち 81， ê2, .・・が互いに独立

に平均 O の分布に従うとして，

Xη=ε1+ε2+ … +en 

と表わされる場合である.株式の価格はランダム

ウオークのように変動するといわれることがしば

しばあるが，もしそうであれば，株式売買の最適
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図 1

戦略は存在しない.

4. 統計的な問題

つぎに統計的な問題を考えよう.この場合に

は， X l,… , X n , Yn の同時分布が未知の母数 O を

ふくむから，決定 dをとったときの効用の条件付

期待値

Ee{U( y，η， d) IX1=X1 , …, Xn=Xn} 

も 0 に依存する.したがってたとえこの期に決定

を下すことにしたとしても，どの d を選ぶのが最

適であるかという問題が残る.このような統計的

逐次決定問題については，一般的な理論を構成す

ることは難しい. A. Wald 以来抽象的な一般理

論は作られているが，それを具体的な問題と結び

つけて，具体的な答を出すことは困難である.

このような問題を一般的に扱うには，ベイジア

ン Bayesian の考え方による以外の方法はない.

すなわち O についてなんらかの事前分布 prior

distribution を想定して X， Y の同時分布を事

前分布について平均して，それについて最適な戦

略を考えるのである.そうすれば問題は形式的に

は未知母数をふくまない場合に帰着するから先に

述べたのと同様にして解を求めることができる.

すなわち ~(O) を θ の事前分布の密度とし，

pn(Xl， … ， Xn ， Yn ， θ) 

を θ に対応する X1， … ， Xn， y:九の同時分布の密度

とすると，

ム(X1， "', Xn, Yn) = ~ pn(X !, "', Xn, Yn , 0) 

ç(θ)dθ 
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が Xt，一 ， Xn， Y の同時密度になるから， これに

関して問題を解けばよい.

ペイジアンの考え方については，統計的推測理

論の観点からは，賛否いろいろな議論がある.と

くに議論の焦点は事前分布をどのように定めたら

よいカ当ということで、あるカむしカミしストッピング

.ル{ルの形で扱われているような問題について

は θ の大体の存在範囲についてなんらかの情報が

存在する場合がむしろふつうであるし，また事前

分布はある程度合理的な形に想定すれば，それが

たとえ完全に妥当なものでなくてもベイズ的な方

法によって得られる解は，十分よいものであるこ

とが多し、から，ペイジアンの考え方を採用するの

が一般に適当であるといってよい.ただし得られ

た解の妥当性を十分吟味するためには，事前分布

をただ一つ想定して解を求めるのではなく，事前

分布をいろいろ変えた場合に解がどのように変化

するか，またベイズ解の与える効用の期待値が，

O のいろいろな値に対してどのようになっている

かをチェックすることは必要である.

ペイジアンの考え方以外にも，特定の問題につ

いては別の接近も可能なこともある.また効用の

期待値の θ に関する最小値を最大にするような

解，いわゆるミニマックス解を求めることも考え

られる.しかし一般にはミニマックスの考え方は

あくまで現実的でないことが多い.

5. 2 節の例の続き

統計的な問題の最も簡単な例として，先に考え

た「商品を適当な時期に売るj 問題を考えよう.

ただし今度は X1，"'， Xn ， …は互いに独立に同じ

分布に従うものとする.そうしてその分布は未知

の母数 θ(平均)をふくみ ρ(X-(})を密度関数にも

っと仮定する.

先の場合と同じ記号を用いると，まずN期まで

に決定を下さなければならないとすると，

VN ，Nホ (X t， … ， XN)=XN

には変りはない.ところが，

1979 年 6 月号

EU(XNIX1=xr, …,XN-l=XN-l) =() 

であって， θ は未知であるから，これから先はす

でに述べた方法は使えない.

そこで、いま事前分布の密度として ~(θ) を想定

すると， Xr, "'， XN の同時分布が，

五 (Xl ， "', XN) =~1f P(X';一則((})d(j
で与えられるから，条件付期待値は，

E(XNIX1=Xl, …, XN-l=XN-l) 

=~XNjj(X r， "', xN)dxN /~jj(Xr， "', xN)dxN 

r N-l UN-l 
=101F戸山一θ)~(θ)dθ/\旦ρ(X，; ー θ )~((})d()

となる.これは一般には Xr，… ， XN-l のすべてを

ふくみ，したがってもはやここではマルコフ性が

成り立たないことに注意しよう.そうして，

VN ，N-l*(X r， ・" XN-tl 

=max {XN- r, 

E(XNIX1=Xl, …, XN-l =XN-l)} 

となる.

以下順次帰納的に VN，n*(X t， … ， Xn ) を計算して

ゆくことができるが，マルコフ性がないために計

算はかなり面倒になる.

ただしここで Xr，… ， XN が O を与えたとき，

平均()，分散 l の正規分布に従うものとし，また

O の事前分布として，平均 0 分散r-2 の正規分布

を想定すれば，

主(XN IX1=xr， ・ "， XN- 1 =均一1)=1ZLE
nr-2+ 1 

ただし，

-N-1=-L(31+ …+XN-tl 
N-l 

訂正

5 月号の特集一一プレゼンテーションーー

の中に誤りがありました.柳井浩氏の「リ

フレグション・チャート J で， 247 ページの

図1. 1 と図1. 2が逆になっていました.製作上

の手違いにより，著者および読者の皆様方に

ご迷惑をおかけしましたことをおわびして，

訂正いたします編集委員会)
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となるから:VN.N-l*(Xl， … ， XN-l) は簡単な形で表

わされる.さらに一般にX1=X!， …， Xη=仇が与

えられたとき Xn+ 1 の条件付分布は，平均が

n!，2XnJ(m2十 1) 

分散が

(1+♂)J(n !，2+ 1) 

の正規分布になることが容易にわかるから，一般

Uこ，

VN.n*(X!' …,Xn) =VN. ，，*(ι) 

という形になることが帰納的に示される.そうし

て，

VN，，，*(ゐ) =max [X" , 

È(VN， 肘1*(Xn+ 1 ) /Xn=Xn)J 

において，

L+1=-L(dn+X叫)
n+l 

の関係を利用して UNA* を順次に誹算してゆくこ

とができる.

むすび

ストッピング・ルールの問題の面白さと重要性

は-般理論よりも，個々の具体的な例の定式化の

面白さと，解を求める際の計算の手続きの工夫と

にある.たとえばこの種の問題の最も旧い例とい

える Wald の逐次検定においては逐次確率比検定

方式という，解の構造の筒明さと，それを導く理

論の「鮮かさ J がその主要な魅力であった.また

後に説明されている「秘書えらびの問題J におい

ては，日常しばしば生ずるような問題をうまく定

式化したところに面白さがある.そのような「面

白いJ 例については，この号の各氏の稿を通じて

味わっていただきたいと思う.

(たけうち・けい東京大学経済学部)

数理パズルを楽しもう (20)

(5 月号 (290貰)の解答〕 正八角形の 8 辺と 20本の対

角線に対する 7 色の塗り分けは図 8 のようにすればでき

る.どの 2 色を交互にたどっても 8 個の頂点を 1 度ず

つ通って元にもどることは，具体的に調べれば確かめら

れる.これ以外にも，いろいろの塗り方があるが 8 個

の点の順序を適当に入れかえたり 7 種類の色をうまく

付けかえると，すべて図の塗り分けに帰着される.つま

り，本質的には 1 通りの塗り分けが可能である.この塗

り分けは，つぎのようにして作ったものである.

8 個の頂点に 0~7 の番号をつけ，頂点 i と頂点 j を

結ぶ辺(または対角線)の色を N(i， j) で表わす.す

ると，

N(i, j) 三i+j(mod. 7)，キ0， j キO のとき

N(i， O) 三2i(mod. 7)

である.この方法は， p を勝手な奇素数とするとき，

N(i, j) 三i+j(mod. p) ， キ 0， j キO のとき

N(i, 0)=2i(mod.p) 

とおくことによって， jfn 角形 (n=ρ+1) にも拡張でき
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る.しかし，それ以外の

正多角形には適用できな

い.現在，塗り分けが解

明されている正 n 角形

l土，

n=p十 1 ， n=2p 

のときだけであるが[1]， n が小さい場合をコ γ ピュー

タで調べると，すべての偶数角形について解が求められ

る.ただ残念ながら，理論的には未解決である.

[ 1 ] 中村義作，“デュードニーの円卓問題と完全グラ

フの色分けぺ数学セミナー 2 月号(1 975) ， 24-29. 

20回にわたって連載してきた数理パズルも，ひとまず

・今回で終わりとする.ご愛読をいただいた読者諸兄に，

心から感謝する次第である.

(中村義作信州大学工学部)
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