
中心化ニュートン法

田辺園士
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次のような 2 次計画問題 (Dが 0 行列のときは線形計

画問題)を考えよう.

( 1 ) 条件 Ax豆b， xミ 0，の下で ctxーがDx/2 を最大

化せよ.

ただしAI;t. mx n 行列， Dは n X n 正定値行列とする.

この双対問題は

(2 ) 条件 Aty+Dx注 c ， yミ 0，の下で bty+xtDx/2 を

最小化せよ.

となる.これらの問題は非線形等式・不等式系

([xJ(A切+Dx-c)\ ([Aty+Dx-c Jx¥ 
(3) r(z)=l"--:':~.J'~--， -')=l"-~~'-::--" -") 

¥ [yJ(b-Ax) / ¥ [b-AxJy / 
=0, 

(4) xミ O ， y孟 0 ， b-Axミ 0 ， A切+Dx-cミ0，

を満たすベクトル xERη， yERm を求める問題と同値

である.ただし Rkは h 次元ユーグリッド空間を表わし，

Z三 (x ， y) εR明怖となる.また u を h 次元ベクトノレ u と

するとき Vi は ψ の第 i 要素を表わし， Ivl は|町 l を第

i 要素とする非負ベクトルを表わし， [vJは刊を第 z 対

角要素とする対角行列を表わし， rr (叫は u のすべての

要素の積を表わすとする.したがってこれは，条件 (4)

を満たしながら非線形方程式 (3) を解けば問題の解が与

えられることを意味する.この立場から解法アルゴリズ

ムを設計することができる.

非線形方程式の数値解法としてはニュートン法が広く

用いられている.解に十分近い初期値から出発するとき

この方法は速い収束性をもっている.しかし，解から遠

く離れた初期値から出発させると，振動したり発散する

ことがある.振動や発散をおさえて安定して解に導くに

は，解くべき方程式の残差のノルムが単調減少するよう

にステップ幅を制御する制動型ニュートン法や常微分方

程式の解曲線を追跡する連続型エュ一トン法が知られて

いる.しかしこれらの方法においてはステップ幅が小さ

くなりがちで，一般に計算効率がよくない.方程式( 3 ) 
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のように比較的低次の連立代数方程式におけるニュート

ン法の修正ベクトルは，解から遠く離れた点においても

十分意味あるベクトルであることが多い.したがって，

ステップ幅を縮小しないて・できるかぎり大きな幅(すな

わち 1 に近いステップ幅)で反復解法を実行できるなら

ば，そのほうが望ましい.このような動機から設計され

た解法が以下に述べる中心化ニュートン法 (Centered

Newton Method) である.

2. 連立非線形方程式を解く中心化=ュ

一トン法

違立非線形方程式

( 5 )η(z)=o ， 

r2(z)=0 , 

rk(z)=O, 

の解法を考える.ただし， z ERkとする . ri を第 i 要素

とする列ベクトルを r(z) とし，そのヤコピ行列を J(z)

とする.このときニュートン法は

( 6) z+=z+dn, 
J(z)dη =-r(z) ， 

と書ける. ニュートン法の修正ベクトル dn を補助する

ベクトル dc を

(7) J(z)dc=-r(z)+( 去 |η (z)1/lls(z)1I22)s(z) 
で定義する.ただし ， s(z) は

( 1, (η (z)>O) 
( 8) St(z) 三 1 0, (η (z)=O) 

l-I ， (η (z)<O) 

を第 z 要素とする列ベクトルとし， 11 持 112 はユーグリッ

ド・ノルムを表わすとする.んは中心曲線，

(9) c三 {z: Irl(Z) 1 = h(z) 1 =… =lrk(Z)IJ 

に向かうベクトルとなる.以下 dn， dc をそれぞれニュー

トン・ベクトル，中心化ベクトルと呼ぶ.関数 p(z) を
I k 、 111.. ，-，.--一一一一一

υ0) 仰)三{互 Ir; (z)1 /k) / ¥'¥1 l!l rtlz) 1), 
と定義すると， 分母が O でない範囲で p(z)61 ， かっ

p(z) は中心曲線上で最小値 1 をとる.したがって， log 

p(z)は点 z の中心曲線からの離れ具合いの尺度となる.

このとき，式に現われる各要素が存在する範囲で次式が
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rz(z)=O 

図 1 エュートン・ベクトル，中心曲線，中心化ベクトル

成り立つ.

(11) (マ p(z) ， d惚 (z))=O ，

(マ IIr(z) lI l ，d，， (z)) 豆 O.

(マp(z) ， dc(z)) 孟 0 ，

(マ IIr(z) lIt. dc(z)) =0, 

ただし，マはグラディエント・ベクトル， (*，*)は内積

(要素の積和)を表わす.すなわち，ニュートン・ベクト

ノレ d" は， 案内錐
k 

(12) Cone(r ， À) 三 {zeRk:( L: 1 η (z)I/k) 

副 kJñ I三二)I} 

の境界に接し， IIr(z) 1I 1三去 Iri(Z) I を減少させる方向ベ
クトルであり，中心化ベクトルdcは，集合

(13) {zeRA: :llr(z)III=ν} 

に接し ， p(z)を減少させる方向ベクトルである.ただし

A は 1 より大きな実数， ν は正数とする.

これらのベクトル d" と dc を組み合せて用いると，制

動型ユュ一トン法などに比べてより柔軟で大きなステッ

プ幅を許容する反復解法が得られる.

中心化ニュートン法:

(14) z+=z+adη+ßdc 

ただし，ステップ幅 a， ß;;;;'O は，条件

(15) O~三α三 1 ，

z+αdπ (z)+ßdc(z) εCone(r， À) ， 

IIr(z+ad,, (z)+ßdc(z) )111重 (1 -ö)IIr(z)II t.

を満たす範囲で、ニュートン・ステップ幅 α ができるだけ

1 に近くなるように中心化ステップ幅 P を定める.

ステップ隔は評価関数(罰金っきノルム)を

( 16)μ(ω， z)=(p(z)) ・IIr(z)II t.

と定義し，条件( 15)の代わりに

136 (24) 

(17) 0孟α孟 1 ，

μ(ω， z+αd旬(z)+ßdc(z) ) 話 (l-ö)μ(ω， z) ，

を用いてもよい.ただし，曲は正数とする.実際のアル

ゴリズムにおいては log μ(ω， z) を計算する.

ユュ一トン法と中心化ユュ一トン法(ただし ， a=ß に

固定)が作るベクトル場， dz/dt=dηおよび dz/dt=d"

+dcの様子を見るために，連立方程式
Iz.一品川

r(z)=! • 二 )=0，
¥Z2-ZI" 

を例にとり図 2 ， 3 に示した.

J(z) が特異になる場合には， レヴェンパーグ・マー

カート型の修正を加えて， (6) (7)で定められる dη と dc

の代わりに

(18) (Jt(z)J(z) +öI)d,,*(z) = -Jt(z)r(z) , 
(19) (Jt(z)J(z)+öI)dc*(z)=-Jt(z)P(z)r(z) , 
で定まる d，，* と dc* を用いる.ただし， P(z)は射影行列

(20) P(z) 三1-s(z) (s(z)) t/lIs(z) 1122 

とし， δ は小さな正数とする.これを修正中心化ニュー

トン法と呼ぶことにする.

一般の連立非線形方程式に中心化ニュートン法を適用

する場合には，予め次のような局所的スケール変換

(2 1) η(z) ・=←-'ìi三L， (i=I，… ， k)
B ・ 11 マη(Z) 1I 2

を各方程式にほどこした方が良い.これにより中心曲線

はスケール不変になる利点がある.ただし，こうすると

ヤコピ行列 J(z) に元の関数の 2 次徴係数が現われる.

しかし，この 2 次微係数の部分を 1 次徴係数の数値微分

によって計算することができ，そうすることにより性能

が向上する.

3. 線形・ 2 次計画問題を解く中心化

=ュ一トン法

問題(1) ， (2) の解法を説明する前に，記号を導入しよ

う. 2 つのベクトル u， v に対して， [uJ/[vJ は対角行列

[UJ[VJ-I=[VJ-I[UJ を表わす. 1 はすべての要素が 1 の

列jベクトノレを表わす.

以下，条件 (4) で定義される許容集合の内点が=(XO ，

yO)が与えられていると仮定する.すなわち， xO ， yO は不

等式

(22) x>O, y>O ,b-Ax>O, Aty+Dx-c>O, 

を満たしているとする.

初期値ZOから出発して，この不等式を常に満足させな

がら前節で述べた中心化ニュートン法を連立非線形方程

式 (3)に適用することができる.条件(22)の下で

(23) r=lIr(z)IIt!(m+n) 
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図 2

= (bty-ctx+xtDx)/(m+n) >0 

が成り立ち，ニュートン・ベクトルと中心化ベクトノレを

それぞれdη三 (xn ， Yn) ， dc三 (xc ， Yc) とおくと，これらは

連立 l 次方程式

f[Aゆ十Dx-cJ/[xJ+D Atl(xn¥ 
(24) 1 - -, -_. r , , _ ,r _ 11 "J 
L -A [b-AxJ/[yJJ \仇/

=-(ASF+Dz-c), 
b-Ax 

f[Aty+Dx-cJ/[xJ+D A什 (xc\
(25) 1- ~.， -, -_. r , ,",r _11 U J 
L -A [b-AxJ/[叫」\y"，

(Aty+Dx-c¥([xJ-11¥ 
=-1 _. J+rl~< ..J 
¥ b-Ax 1 \[宮J-111

の解である.許容集合に含まれる中心曲線は

(26) C+={z E R隅+n: [xJ(Aゆ+Dx-c)=r1，

[yJ(b-Ax) =r1, 
ただし， r>O でかつ z と y は (22) を満足する}，

で定義される.また許容集合に含まれる中心曲線は

(27) Cone+(r,À) 

={zER隅+n:(bゆ-ctx+xtDx)/(m+n)

Z五 UI(x) II (y) II (b-Ax) II (Aty+Dx-c) 

ただし x と g は (22)を満足}，

で定義される.ただし， λミ 1 とする.罰金っきノルムは

(28)μ+(ω， z) =(m+n) {(bty-ctx十xtDx)/(m+n)} 1+ω

I{II (x) II (y) II (b-Ax) II (Aty+Dx-c) }m+n 

で定義される.

以下， D=O， すなわち線形計画問題の場合を考えよ

う.このとき，連立 l 次方程式 (24) ， (25) を解くと

(29) xn={[Aty-cJ/[xJ+At( [YJ/[b-AxJ )A}-1C, 

1989 年 3 月号

図 3

Yn= 一 {[b-AxJ/[叫+A([xJ/[Aty-cJ )A}-1b, 
xc= {[Aty-cJ/[xJ+At( [叫/[b-AxJ)A}-1 

{c+r( [xJ-11-At[b-AxJ ・11) }, 

Yc= 一 {[b-AxJ/[YJ+A( [xJ/[Aty-cJ )At}-1 

{b-r( [yJ-11+A[Aty-cJ-11)}. 

が得られる.この公式は実際計算にはなじまない.行列

Aが疎な場合には，直接(24)や (25)の係数行列をスパー

ス技法を用いて分解する方が得策である.

条件 (22) の下では

(30) ctxn>O かつがhくO.

が成り立つ.また等式

(31) btYn-ctxη= ー (bty-ctx) ，

btyc-ctxc=O. 

が成り立つ.したがって

(32) IIr(z+直dn +ßdc ) 1I 1

=bt(y+ayη+ßYc)-ct(x+axη +ßxc) 

=(1 ーα)(bty-ctx)

=(I-a)llr(z)1I1 

が成り立つ.

4. 結び

中心化ニュートン法は主・双対問題が非対称の線形計

画問題，非線形計画問題，相補性問題にも適用できる.

[4， 6J また，ニュートン・ベクトルや中心化ベクトルを

計算する実用的アルゴリズムは，たとえば [5J を参照さ

れたい.
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f、

b'v = c' )"y=c'.r 

図 4 線形計画問題におけるニュートン・ベクトル，

中心曲線，中心化ベクトル，案内錐
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